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 �� ������ �� ������ �� �� �� �!� "	 ���
#$%	 &��'��()� *� �+% � ,	��� ������ �-	�	 .�� /�	 �� �� �0���1� /���)2� "	 #$%	
� ,	��� 3� �+4 �� 
�5� �6 �786 �90� ���������	 
� ���
 �� ������ �� ��:��� ;� �0� ��
���6
� �� 2��6 ����� �< �6 �%��� �=' �6 ��	 #$%	�����	� >�?�4	 &��'��()� *� �+%
�� �� @9 �� #����0' &��A� �B7'	� �6 &��'��()� *� �+% "	 C�D� ����?� �������	

#$4	��( )��	�4 ��,E �6 �� ��	� ��<� �����F��G�( )� �������	 ���6 �� �����
������� &��'��()� *� �+% �)���F�� �=' �� 	� q1 �������	 ��6 
� �2A� �� ���� ��
&� �� ��H�� ���6 �F	 I� #�A��� ����� ,E �� ��J�5� ��' ,	��� 3� �+4 � ��6 ,E ���� �6
&�� �K � 6 ,	��� 3� �+4 � &��'� � ()� *�+% )��	LH 6 I�	 ��� 6 �� � ��� ' �� � � ' 	� q2

#����� ���7� &��'��()� *� �+% �� 	�6 ��" &� �� M
9 �05� N�A�E����

O��� *�+� ,	���� I	�P% �AK
�+�' ,E "	 �� �Q��'��()� R� +% �6 �+�' �� �� �������	 ,� 	��� S��5� �6 �A6 TU
$D� ,E �AA� V+D 	� �H��)� &��'��()� R� +% �� �F	 /�	 �6�A6 #$%	 ��0W ���LF��

U



### *� �+% ,� �� .�0� � ,��� V+D OU &��

��0W *�+% "	 
�;	�� �6 ,	��� N����� �K �+�' ,E �� �������	 ,� 	��� $� 2< S� �Q��
N$%	

*� �+% �� �%�A� ��AA��� V+D 	� �H��)� *�+% /�	 �� A �� �+�' �� ����' �� TX
V� +�� R� +% #����H6 �=' �� 	� ���LF�� ��6 �� "	 �� �Y1Z
� N����� �K &��'��()�
V+D 	� �H��)� �	���	" �K �6 )4 �� /�	 #$%	 )4 �� &��'��()� *� �+% � �Y1Z /�	
A �� �+�' ��E ����6 �� �"	�'	 �� ��[� �6 N��	� �H��6 ������K �K �6 ���	" /�	 N�AA���

N�A��� ���[� )4 �� /� �6 �� ���	" �� �"	�'	 �� � N����� �<�6�<
VD	� �� #�A��� q1 ���6 �� ��� �6 ������� �9!���� &��'��()� *� �+% q1 ���6 �� ����' ��
���0�	 q2 "	 ���' ,� 	��� � $%	 \��] q1 ���6 "	 ���' �� ������	 ,� 	��� q1 �� ����'��
,E &� �� � ��	� &�� �� ��[� &��'��()� �� ����� �)����� ��� q1 ���6 "	 �K �� ��	 #��	�'
"	 ���' &� ��'��()� *� �+% ����� �� \Q+� /�0� #�'���� ���7� q2 ���6 $� 0% �6 �� $%	
;�')� �� ����6 "	 ���' &� ��'��()� *� �+% �� $%	 ,E &� �� VD	� �� #$%	 $%�� )� q2 ���6
&��'��()� *� �+% �� �A��� 	��( ��	�	 ���< �� ,�� ���7� /�	 #�AA��� :L<	� �H��)�
& &�� /�	 �6 V^��� &� Y� �� �������	 ,� 	��� $� 2< &� �7� #�AA� V+D 	� �H��)�
VD	� �� #��	�' ���0�	 _�� ,E $� 2< /�	 �6 �A6 � $%	 �1Z �+�' ,E �� ,	��� �� �����
��	 #�AA� V+D 	� �H��)� �A'	���� $%	 �1Z ,	��� �� �^��' �� �2A� &��'��()� *� �+%

#$%	 ��
���' ��
K�� ���6 �6 $%	 �1Z ,	��� �� ���< ;�')� ���6 �� �� 	�6
&� Y� �K �F	 �	� )��	�4 ,�7' �� ,�AK #)�"	��( �6 ;�� I� 	�P% �6 )��	�4�� M� 
�� � �"	�'	 "	 &���� R+% �� /� �6 �� ���	" ���	� �H��6 ����6 �� �"	�'	 �6 �1Z ,� 	���

�� )�'	� �� #$%	 ����6 $� �@W � �QZ�


�E = −��Φ. TU`

X



### ��6 �� &� ��'��( *� �+% aK $� 0% &� �� OX &��

O)��	� b�?�8� 	�!� ,� 	�AW �6 A V� ^��� �� �+�' :�8�'	 �6

∂Φ
∂x

|A=
∂Φ
∂y

|A =
∂Φ
∂z

|A = 0. TX`

#�A��� c�Z )� .@(M �� ����5� �� Φ /�	 �6 ��@W ��	

�2 Φ = 0. Td`

#)����� e�6 A �� �+�' I� � 	� Φ

Φ(x, y, z) = Φ0 + ax + by + cz + dx2 + ey2 + fz2 + gxy + hxz + kyz + · · · Tf`

�6 �BA� ��A��� �1Z A �� �+�' �� ,	��� �� ���1��� �� �0� �� 3�� /�	 c�
 �� ����5� ��
#����� ��" �� �+6	�

a = b = c = 0. Tg`

�6 @9 �� #��	LF�� )� ��H�� �� ����D (4) �� ����5� \� �	�h �� �� �� ' �QP�� ,� ��� � ��	
�)��	� x → −x �6 $!�' �QP�� ,� ���� "	 ���1�%	

Φ(x, y, z) = Φ(−x, y, z) =⇒ d = e = 0. Ti`

��'�� �D�6 �� ��H�� ,� ���� #f = 0 �� $
�F �B��' ,	���� �y → −y $!�' ,� ���� "	 �
#$%	 z ���Y� I� � ,	��� �$%	

Φ(u, 0, z) = Φ(0, u, z) =⇒ a = b. Tj`

d



"	 $%	 b��!W �A �� �+�' �� ����' �� Φ /�	 �6 �A6

Φ(x, y, z) ≈ Φ0 + d(x2 + y2) + fz2. Tk`

�� ����5� �� Φ �� 	�6 c�
 ��	��� �� �	LF��< �6 #�A� c�Z .@(M �� ����5� �� ���6 Φ ��	
�� �Q��'��()� *� �+% #$%	 Φ0 ,�0� A �� �+�' �� &��'��( #����� f = −2d .@(M
�	��� � /�AK �� 	�6 /�	 �6 �A6 #$%	 Φ0 ,��&� ��'��( ��' �AA��� V+D A �� 	� �H��)�

O"	 $%	 b��!W ��� � �� ����5� � Φ(x, y, z) = Φ0

(x2 + y2) = 2z2. Tl`

θ .� 	m�)�' �� ���	" �6 �^��8� n� �5� ��� � /�	

θ = tan−1(
1√
2
) TUo`

#$%	
$%	 ,E &� �� �AA��� :L< 	� �H��)� ����6 ��,E )� ]��p QW �;�')� ���] ���6 �� ����� ��
����� ���� 6 �� �"	� '	 �� ����Z �� #�A A ��� V
� 	� �H ��)� &��'� � ()� *� �+% ��
���6 �� ����' �� � ��6 �� /� �6 �� �� �' q� ��4 �� � ��6 �� &� Z	� e� 4 �� �� �	�+�' �� ���!'

O�A�E�� �� &�� /�	 �6 &��'��()� *� �+% $�� /�	 �� #����� �1Z ,	��� ��
K��
�6 #�AA��� V+D �	�+�' �� 	� ����)� &��'��()� *� �+% ,���0� ��' $�� /�	 ��
,�0� �6 � 3��8� ��� � �+�' /�	 �� ����' �� �Q!D �� ��IM��%	 �� 6�7� �9��D� ����IM��%	

#$%	 .	m�)�' �� ���	"
��6 �% 	��6	 #)�A� �%��6 	� �������	 ���6 �% $� �� )��	�4�� ���6 �� �� �< �6 M� 
#) �� � F�� �=' �� 	� � '	� � 
�F �	� D J@hM	������ r� Q � � 
� .� � -� ��� �� � 6�7�
�QP�� ,� ���� "	 #�A��� ���� �9!���� &��'��()� *� �+% ��6 �% /�	 �� ����' �� ,�AK)�
)�A�6�� )� &�� �� ��,�AK ��	 #$%	 �1Z �������	 ,� 	��� rQ�� �� ��� �� �� $%	��(

#�AA��� V+D )� �H�� �� �+�' �% �� 	� �H��)� &��'��()� *� �+%
"	 
� �� �� �� #$%	 s�� &� 6�D &��'��( b� 	���[� "	 ���1�%	 �6 �F��% �6 	� \Q+� /�	
��� "	 �)���F�� y ���Y� 	� ,E �� ��'��� �� 	���	 �� �F	 #$%	 $��2'�6 &��'��( ����6
���'��� V� ^��� &� Y� �� #�A��� &�� �1Z ��	��� �6 &��'��( �� �"	�'	 )��� ��� ����6 "	
�� �� ,E �� 	� 6 /�	 � 6 � A 6 #$%	 �A�0� y "	 �56� � ,� 	�AW �6 φ � � � �Ey = ∂Φ/∂y = 0

�+�' ,E �� φ �� ���6 )� ��H�� �� �+�' y ���Y� �� �� ���6 ��� �1Z 	9��B� ��� &� Z	�

,���� �6 �A6 #$%	 �1Z �������	 ,� 	��� )� �+�' /�	 �� #��� �A�0� y "	 �56�� ,� 	�AW �6

f



### R�h�� Od &��

�1Z �������	 ,� 	��� 3��' ,E �� �� �A��� )� �H�� �� �'��� �� �� �� �H�� �� �+�' ��
#$%	

�� �+�' n +1 &D	� �)=�A� �� 5Qh−n 
� �� 	�6 �� $%	 ��� ��	� ,�7' [2] V� <�� ��
	� �'��� �� �� 3� ��' $%	 �
�� )=�A� �� 5Qh �% $� �� �� 	�6 #��	� ��<� �1Z ,� 	��� �6
"	 #$%	 �1Z ,	��� x ��1��m � �� $%	 �2��6 �QP�� ,� ���� "	 ���1�%	 �6 #)�A� �%��6

�6 )�%��� Ey ,� �	� �	�D �1Z

2y

(a2/4 + y2)3/2
=

1
(h − y)2

TUU`

�� �� :	�< �� ����5� /�	 �� ��W &�  �6 #$%	 t	�'��� I� �^ h � rQ�� V� Qh I� �^ a ��
#$%	 ���'��� V� ^��� &� Y� ,�0� ��,E "	 ��� �� ��E�� $%� �� �'���

y1 ≈ 0.124a, y2 ≈ 0.288a TUX`

�� �� �� ��� 6 �1Z ,� 	��� � 6 �H�� �� �+�' �� �� $%	 Rh	� �QP�� ,� ��� � "	 ���1�%	 � 6
#�A��6 �H�� �� �'���

���^ �6 	� J@hM	������ r� Q�� �F	 #��� *�+� ,	���� I	�P% /��AK �Q �� /�	 ��
b��Z �K �6 $%	 �1Z ��,E �� �������	 ,� 	��� �� �^��' )���6 &�� �� ��[� ��%��(
���[� ��%��( ���^ �6 	� rQ�� .� �-� �� �� �� ����6 �� �"	�'	 �F	 �� /�	 �� � N�'���� �<�6�<

N�'���� �<�6�< �'�F�K �1Z ,	��� �6 3� ��' �)���
u���� �6 	� ,E �� ��W�D I� �^ ��'	$6�v rQ�� �� ��c�% I� �^ �� ��� �� ��A�w�

:	�< �� /�	 �� �'��" �� �'����
���' )� �6 Ey = 0 �� ����5� �� ��:	�< #)�A� ���"

g



3��' "	 ��� �� VD	� �� #$%	 �1Z �������	 ,� 	��� �+�' �% �� $�� /�	 ��#�'�� ���
,	���� ��' ��H�� ��=A� "	 	� \Q+� /�	 #$%	 �1Z )� ∂Ey

∂y �,	��� ,� ��6 �1Z �6 ��@W
�� )�A�6�� )�A� �%��6 y \� � �6 �� ��0W ���Y� �� �� 	� Φ &� ��'��( $� �56�� �F	 #��� ��H'
��	��� �6 &��'��( ��6 "	 ���� &� Z	�
 �� #$%	 $��2'�6 ��6 �� �� � �1Z �+�' �� �� ,	���
�� ��[� � 6 #$%	 �A�0� ��H�� �� � �A�7�6 &��'��( ��� �� VD	� �� #�A��� &�� �1Z
� ����
	 )� ��� �Z�4 $� �� �� � � ��� 
���' )� �6 �+�' �� /�	 ��W�D I� �^ �� ��%��(
�	� ,�7' ,	���� ���W �	�!%�Y� �6 #$��' �1Z ,	��� y ���Y� �� �� �H�� �( ,E "	
�� �� :	�< �� $%	��7' t	����	 ��	��� "	 ��x��6 �Z�� 3.5 ���� ��W�D ��D� �� ��
�� 	�6 #�'� ��� /�6 "	 :	�< �� �� ��W�D I� �^ ,� ��� ���" �6 �( ,E "	 #��	� ��<� �'���
�� )���� 	��6	 �� #$
�F 
0� ��' eQ�8� V� 6	�� �� ��t�� "	 ,	���� \Q+� /�	 �� %��6
���� :� 	�< �� /�	 ��W�D I� �^ �� ���"	 � 6 #$�	� ���� :� 	�< �� Ey = 0 �� ����5�

� �� �26	�< �� )�'	��� #��	�' ���� �6	�< ����5� �H�� ,E "	 �( � �A%��� )� �6
�$�	� ���� :� 	�< ��	�5� ����5� �F	 #�A��� )� e� Q�8� q� ���� �

90� ���� �� ����5�
�'�� 
���' )� �6 ���� �� ��:	�< /�	 $%	 /�0� �����5� �� �����	��( �� ��%��( ����[� �6
���Y� "	 ��:	�< /�	 VD	� �� #�'� � /�6 "	 :	�< q�" b� ��Z �6 ,�� /F�!� "	 �( �
/�	 �� �W �6 ��!�	 #�A�E���� eQ�8� q� ���� :� 	�<�� b� ��Z �6 � ��� q��4 ���� 
�� �'�� 
���' )� �6 eQ�8� q� ���� :� 	�< �� $%	 /�0� #��� y� $%	 /�0� ��' c�1�	
�� �6 �����	��( �� ��%��( �� ��[� �6 �( ,E "	 � �A%�6 )� �6 ���� ���Y� �� �� �����<

#�'�� &��!� ���� �� ��0�� :� 	�<

:	�< f ���� � � )� "� 6 �)� A� 
K�� 	� ,E ��W�D I� �^ ,� ��� x��6 �� �< �6 �F	
)� "�6 	� ��W�D I� �^ �F	 #$�	� )��	�4 :	�< d � ��� /F�!� :	�< �� �� ,E �� )��	�

#)�%��� :	�< X �6 )�A� ��
K��

i



J�1��	 $!�' �� )�A� x��6 ���D�6 	� ��W�D I� �^ �F	 #��	� ��<� ��' �� $� �� ��
�2��6 � ��6 ��	�4 �H�� ���6 �� e%� �9!���� $%�� ;�% ���6 ���� 
K�� �Q�4 ,E �6 rQ��
�'�� C!+A� )� �6 ��W�D �� �����6 �� �� �� �� #)��	� �1Z ,� 	��� �6 �� �+�' �� �� $%	
/�	 �� #)���6 ���	� 2q � q �� ����6 �6 �������	 ���6 �� �� ����� ���� �� 6�7� �QP��

#��	� ��<� �1Z ,� 	��� �6 �+�' 
� e�
 $�� 
��' )��� ���[� ��%��( ���^ �6 	� ,E .� �-� ��� ���6 rQ�� J� @h	 I� �^ �� �< �6 �F	
�6 �� �+�'�� �2A� �� �A�D���	������ r� Q�� �� �F	 @9 �� #����� y� bM� /�0� �6�7�
�� ��%� ���� �6 ,	���� �)��� ���[� ��%��( ���^ �6 	� ,E .	m� ��6 ���	� �1Z ,� 	���
���^ �6 &��'��()� *� �+% &� �� $�� /�	 �� #)���6 ���	� �1Z ,� 	��� �6 �+�' f 	9��B�
3.5 �� �=' J� �1��	 � � 	� 2 �� ��W�D I� �^ �6 ��Q�� �� 	�6 #����� $�� /���	 �� �!� �1��
�+�' 4 �� �������	 ,� 	��� �)���H6 ��W�D �� ����6 ���6 �6	�6 5.5 	� .	m� ��6 �K,�AK � 	�
�� ��	� ��<� �1Z ,� 	��� �6 �+�' 2 I�ZM	�QW ��' �	�8�� r� Q�� 
� �� 	�6 #����� �1Z

#$�	� �1Z ,� 	��� �6 �� �+�' 4 �� � 3 ,	���� ����6 �� �"	�'	 �� � J@h	 I� �^ ����[� �6
�� �+�' 5 ����6 ��� ,E .� �-� �� �� ���6 �F	 #$%	 V6�� )=�A� �� 5Qh��2K /������%
V� 6�� "	��
K�� zW@h	 �� �56�� .� �-� �� �� ,E �� �+�' 4 �� )��	� �1Z ,� 	��� �6
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