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 ����&(�
 S�!(
 �#�&�� � #!l� ����#��"� �#!�
���
� �� #�+ 0����&7�
 !?� ����' ���7� �� �� !# �� � �)&E�
 �4��&�� �#��� �� � �� !� ��/
 �4,#
1� !��/
 �� 4��&�� �#��� � �� Fa �� �
 ������ �a �� ��� p��� � �0���&�� �8
� �� !# 6� ��a�
�#��� 9�( #!�
��� ��� �*�� 4' 0���&��
 ��C �� #�&
!% �4,# S� ���� !(�E' � �>&� �� Fa
)�d ;� �!��v( ��� �� � 4���? ���>� �#4>&,O
 !?� 4' ��� )&E�
 ����'�
 ���7� �� !��/
 �4��&��

0���� #S�!(
 6� !L �� &�P h� -@ �&�'� ��!' �,>� ��
ab (α′ α′′) =

∫
a (α′ α′′′) dα′′′ · b (α′′′ α′′),

��� α′′′ !� ��/
 �4,# ��� �!�?��!*��� ����a � ���� dα1
′′′ · dα2

′′′ · · · dαu
′′′ �� ��
 4� dα

′′′ 4'
�7���'�
 ���Z?4�"� �� #S�!(
 �#�&�� � #!l� 4'

1C&' �E�7 x 4'��� !*
 ��� !D` 4' x �� c ���> �� ���( ��!� ���Z?�,� 1� 4� ��� �� ���
�4�!\� b� !��? � p�� �� ��&(�,� ���� 1� !� ��!� x = 0 Q� 
 ���� ��� �+ �� �!*��� 2�� � �� �
��� �� �!' y�"
 ��!� �� δ(x) ��,� 
 ��%� ��� #�&�� � #!l� �� 4��&�� �#��� � �#S�!(


;� �&` 4� δ(x) ����� �0���2?�
!� g�(
δ(x) = 0, ��P� x �= 0,

� �∫ ∞

−∞
dx δ(x) = 1,

1� �� a �� �&�> 4� 9�( 4C!?� ����� x �� �-��
 g� �( δ(x) 4' ��� �L�� �4�-F� ��& �
 A�!�(
�� ��� �� ���+ ��� 4� �� ��� ���&(�
 ��� ��&R� � ��%!? !\� �� �� �+ ��&(�
 g��&( �� r7 �4F-��

� �+�S� �� �	\5�� $ �	� � �� �
�+� � �	�� 3 ���� � ���+ "�&�� � ��%$ 48X� ��85)	�O� $	  ���E �6 �+ 7

'*�	 �/$  ��-� �$� ��� ��� �� 7
���� ��+�-��

��



��!� �' 4� �
&���&' 1� ��8
 o� ��#� �4,# ��!� 	G ,> $��
 g� �( 1� �� ��,# �� δ(x) g� �( �pE]
��&7 �� ‘ !($��
� ’ � !(4���? ��a 4' �· · · δ′′(x) �δ′(x) ���� �δ(x) ;� /�"
 �� ��&(�
 ���C0#

��!' ��D��� �����# δ(x)

|N� �� �!' glP 4� �&-O
 �G���  ( �& �
 �� � g��& ( ��� �4�F�� ;� �`&J7 �� �����( �&�'�
�' 4� �� �!�] � �δ′(−x) = −δ′(x) �δ(−x) = δ(x) �#���( 0���& (�
 4' ��� �L�� �0�&"�
��!' ��� xδ(x) = 0 �� !-R �4F��
 ;� �&` 4� ��&(�
 �x = 0 ��!� 2R ��� δ(x) = 0 �� ! �0�!�
S�!(
 � q ���> 1� x ��P� δ(x) A� �!�( �� ��&(�
 �δ(x) · x = 0 �4F��
 � ��!,# ��� 4F��
 ��� �

�?�+ �� � c ���> 1� a � ��&� x �� �,\�
 g� �( f(x) !?� ���!� �' 4� ���

∫ ∞

−∞
f(x) δ(a− x) dx = f(a), (1)

a �� ��Z?�R Q� ,> � x 4� �-�� �+ �� �!�? ��!*��� � δ(a− x) �� 6!L Q� ,> 4' ��&@ 4� 0���� ��
0���� Ǳ2R4�Ǳ2R �� !�?��!*��� � ����� ���� ���
 x �R 4�

∫ ∞

−∞
f(x) δ′(a− x) dx =

[
− f(x)δ(a− x)

]∞
−∞

+

∫ ∞

−∞
f ′(x) δ(a− x) dx = f ′(a), (1′)

�E' ��&@ 4� � ��& �
 !D` �<a �� !# �� �� �!�?��!*��� �4E,R �!��

∫ ∞

−∞
f(x) δ(n)(a− x) dx = f (n)(a), (1′′)

4� �-�� �!�?h�"
 �� n Q� ,> � x 4� �-�� �!�?��!*��� � δ(n)(a− x) �� 6!L Q� ,> 4' ��&@ 4�
���� ���
 x �R 4� a �� ��Z?R � x

�� � !*�� c ���> 1� b !?� �4' 0�#��
 �"� �&�'�

∫ ∞

−∞
δ(a− x) δ(x− b) dx = δ(a− b) . (2)

�E�7 a �� b o� 	�7� 4' �(�&` �� �0�#� ��!P φ(b) � !��!� �� �+ � 0�!�*� b �� ���( �� �C �� ,� !?�
2�� � ��& �
 !D` φ(b) �? �+ � �

∫ ∞

−∞
φ(b) db =

∫ ∞

−∞
δ(a− x) dx

∫ ∞

−∞
δ(x− b) db = 1 . (2)

��



�� !?� ���� ��!P δ(a − b) � !��!� �� �+ ��&(�
 � ���� �� δ(a− b) ;� �`&J7 �4,# φ(b) ���!���
�Fa ��� �� S� �0����+�
 ��� 4� �� (2) �4F��
 0# 0��&� ���� ��!P δ(x− b) !� ��!� �� f(x) �(1)
�� Fa 1� ��!' ��D��� x �� 0\�
 g� �( 1� �� ��,# δ(x − b) �� �pE] �4O��� �� �%� �� ��� ��&(�

�0�#� ��!P δ(n)(x− b) !� ��!� �!(�E' ��&@ 4� � �δ(x− b) !� ��!� �� f(x) �(1′) �� 4' ��� �+ !*�� 4� �"


;� d��
 4� !O�
 4'

∫ ∞

−∞
δ′(a− x) δ(x− b) dx = δ′(a− b), (2′)

�

∫ ∞

−∞
δ′(a− x) δ(n)(x− b) dx = δ(n+1)(a− b) . (2′′)

� ��&
�+ a 4� �-�� (2) �� ��2R h� �"
 � Q/��
 ��&@ 4� ��&(�
 �� (2′) �4F��
 �� ���� ��& �

��!' ���!� �� (2′′) �� ���� ��&(�
 b 4� �-�� (2′) �� ��2R h� �"
 �� n � SK�

�4F��
 �0��' ���7� �� a = 0 � f(x) = x !?� (1′) ��� ��

∫ ∞

−∞
−x δ′(x) dx = 1 .

���� 1C&' �E�7 |x| 4' ��P� 2R 4� �x �� ���( ;� �&` 4� �−x δ′(x) 
� �0���+�
 ��� 4� ��
0���&�� 0���&(�
 � ���� �� δ(x) ;� �`&J7 �4,# −x δ′(x) S� ��& �
 !D`

−x δ′(x) = δ(x) . (3)

S� �!(
 !�`�> A� �`&( ��!� �#�&�� � #!l� �� 4��&�� ���� � ��#S�!(
 �� ��D��� )� *�#
�� �+ 6� !L Q� `a 4' � � ��4�&? 4� ��� �a�� S� �!(
 A�!�( h� -@ �0���� δ(x) g� �( 4� ��� �a��

0� � 4� �� ��� ����� ��&"� S�!(
 �+ � !��!� y S� �!(
 !#∫
1 (α′α′′′) dα′′′ · y(α′′′α′′) = y(α′α′′) .

��J�7� 4� 4' 0�����
 S�

1 (α′α′′′) = δ(α1
′ − α1

′′′) . δ(α2
′ − α2

′′′) . . . δ (αu
′ − αu

′′′) = δ(α′ − α′′′),

�� !lP !�`�> �� f(α′) �#��,' ���� f(α′) · δ(α′ − α′′) !�`�> ����� f(α) �� E' �� !lP S� �!(

�0�
��
 S�!(
 ���

��



/7�38� 9" :�
;	 /3 §

�#!�v�
 �� �,� ��!� #S�!(
 �� �E8 �� �!' ���� M!-�2�# �� ��!(
 1� ��8
 �4E_�
 1� Q� a ����
Y��' ��` !�� p� ��! �� 4' ��� �8�
���

��!�] � �qrpr − prqr = ih ��
&���&' p� ��! (i)

�   � 4 �  �� � 
� 4 � � �! ` �� * � � � g ! ?�  � �gH − Hg = ihġ �� '! a ;� d� � 
 (ii)

�gH − Hg + ih ∂g/∂t = ihġ

�� � �!lP S� �!(
 1� ��� H �� �&�E�
# S� �!(
 (iii)

��� � ���
!# ��� �/�/a �#!�v�
 �#S�!(
 (iv)

!# ��� !?� ������ �&R� ���' ��` p��! ��� �� 4' #S�!(
 �� �8� Q� 8 1� �E' ��&@ 4�
1� ��&�' Q� ��-( �g 	G .
 �S�!(


G = bgb−1, (4)

S� �!(
 �� !-R p� ��� � �4,# �� G �� ��R S� �!(
 ���� ��&7�� S� �!(
 b �+ �� 4' 0�#� )O�� ��
�
� g� �( bS� �!(
 !�`�> !?� ����C0# ����'�
 L�� �� �
&���&' p� ��! �^�� 4� c��'�
 ��` �E-P
4� ����'�
 ��` �'!a ;� d��
 �� ���R �#S�!(
 �?�+ �Ġ = bġb−1 0� � 4� �� � ��� -�
� ��&� �#�&7 �!lP S� �!(
 1� 0# ��&�E�
# �����,� �� ��R S� �!(
 ��& R4�R H � b !?� ���	>
b−1(α′′α′) �� 
&#&
 w� &�0# b(α

′α′′) 4' �� � ��C b−1 � b �#S�!(
 !�`�> �?!# ��� !� 4%L�
��� ��P� $�(!( ���� ��&� �#�&7 ���
!# 0# �+ � !:��
 �� G S� �!(
 � � ���
!# g !?� �� �
�#!�v�
 �� �,� ��!� � ��!' ��#�&7 ��` (iv) ( (i) p� ��! �� ���R �#S�!(
 ��& L�� p��! 
Q� 8 !� (�E' ;� 	��-( 2�� � �;	��-( ��� �4�!\� 
 �����# 4�F�� �#S�!(
 �� �&7 4� �8�
���
�� ��!(
 !�`�> ��� �%' ���� ����'�
 ����+!� �� (ii) � (i) p� ��! p/% ��� �%' 4' ��#S�!(


�0��'�
 ���!� �� ��� � �
� �� Q/��
 9�( b−1 � b
Q� 8 4� ��&(�
 �� (4) �4F��


G(α′α′′) =

∫ ∫
b(α′α′′′) dα′′′ . g(α′′′α(4)) dα(4) . b−1(α(4)α′′), (5)

�#!l� ��� �
�0# ��&@ 4� �� ��R4�R q&� !# 0���&(�
 0�#��
 )O�� �E��-( ���C ��P� �� &�
�F8 � (iv) ��� (i) p� ��! �� 1� m�# �� 4' �+ ���� 0�#� )O�� �+ �#�&�� � G �� ��R S� �!(

5
�$���
	 % 3�3) 5
�$���
	 5
��(,* % 
��<* !" �= ��� �= �� >" 
8� � ?�� !���=
= ����' �O��

��



����� �Fd� �-(�� ��� !� ��,L ��&@ 4� �!�� ���� 6&7 (5) �4F��
 �� ��Z?�,� /� �3� �()% ��-%�

���� 4�%� �' 4� g � G S� �!(
 �� !# �� &�� � !l� �� ���( ��!� (α1
′α2

′ · · ·αu
′) � α′ �� �8� �� ,�

Q� 8 4� �� (5) �4F��
 ���!��� � 0��'�
 z	`� �� ���Z?�,� S�

G(ξ1
′ξ2

′ · · · ξu
′; ξ1

′′ξ2
′′ · · · ξu

′′) = G(ξ′ξ′′)

=

∫ ∫
b(ξ′α′) dα′ . g(α′α′′) dα′′ . b−1(α′′ξ′′), (5′)

�� ��� �8,
 # ξ′ ��/�/a �� �����# # α′ �� Q/��
 	G 
' ξr
′ �� ��R �#!�
��� 4' 0���&��


4���? �#4>&,O
 9�( �� # ξ′ ��&(�
 ��a � ���!�*� ��!P # α′ �� ;�D�
 	G 
' �!��/
 �#���
�$�@�= � ��� � 4��&�� �#��� �� ����&(�
 # α 4' �Fa �� �!' ���7� ���>� ��

��!' ���Z?)� �� G �� ��R S� �!(
 �#�&�� � #!l� ��� 4�&*C 4' ��+�
 ��� ��&T� ��� �&�'�
��!� ���� �-�� ξr

′ �#!�
��� ��!� ���> !� ��/
 4>&,O
 1� �+ �� &�� � !l� !# 4� 4�&*C �����
4' 0���� �� �ξu · · · ξ2 �ξ1 	G .
 ��8�
��� �#!�v�
 �� ����&( ��� ��/l�
 b� �� 1� 4� �' ��� )� O��
�4@&�!
 �� &�� � !l� !# 4� ��� SK� � ��� � �!lP �#S�!(
 ;� �&` 4� ���!(
 �� ��R �� �,� ��
��� 4� ���Z?)� S� �0�#� �-�� ���� ��!P ξr !# �� &�� � !l� �+ �� 4' �� �!lP !�J�> �� ξr

′ ����/

Q� 8 4� ���!(
 !�`�> ����� ξr !# 4' �& �
 )O�� ;�&`

ξr(ξ
′ξ′′) = ξr

′δ(ξ1
′ − ξ1

′′) . . . δ(ξ2
′ − ξ2

′′) . . . δ(ξu
′ − ξu

′′) = ξr
′ δ(ξ′ − ξ′′), (6)

4� ��&@�,# G/�P� ���R �#S�!(
 �#�&�� � #!l� �� ��Z?)� �� ξr �� 8�
��� �#!�v�
 �� �
�' 4� 4�F�� �#S�!(
 �#�&�� � #!l� �� ��Z?)� �� αr �� 8�
��� �#!�v�
 4' ��� ��
 �'

����%��

� �� � �,L �� ������� t Q� 
 #�+ �� ��!(
 !�`�> �!�� ��� � ��!*��� �� ��& [ �� � # ξr

4>&,O
 1� # ξr S� ���& �
 R4�R 4"�,# �!lP �#S�!(
 �!�� ���& R4�R !*��1�
������ ηu ��� �η2 �η1 	G .
 �1��&�' w� &�0# �4�8( 4>&,O
 1� � ������
 1��&�' ;� J��


� �b−1b = 1 � bb−1 = 1 p� ��� � �� b−1 � b �#S�!(
∫
b(ξ′α′) dα′ · b−1(α′ξ′′) = δ(ξ′ − ξ′′)

�∫
b−1(α′ξ′) dξ′ · b(ξ′α′′) = δ(α′ − α′′)

��



�� ����( �# α′ �� ����&( �� �&�> 4� b−1(α′ξ′) � b(ξ′α′) �� ��!(
 !�`�> S� ����'�
 ��`
�� ������ ����( α′ �#!�
��� !� ��/
 � 4' # ξ

′ �� ����&( �� �&�> 4� � � �ξ′ �#!�
��� !� ��/
 p� �&(
Q��-( 1� �O�9� �� 
��
 g� ��&( �#�*��� ��� �� �DR !# �����# �O�9� � �
��
 g� ��&( ��*���
���� !� ��	> !?� ����'�
 ��` (ii) � (i) p� ��! �� 4' ��'�
 A�!�( �� ����R �#S�!(
 4�
����'�
 L�� 0# �� (iv) �� ! ���R �#S�!(
 ��� � 0# �
&#&
 w� &�0# b

−1(α′ξ′) � b(ξ′α′)

��!*��� �� ��&[ # ξ �&C ���& R4�R H � ��� # ξ ���' ��` (iii) �� ! �� ���R Q� 8 4' �+ ��!�
��� � pr � qr ���� t �� Q/��
 �4�F�� �� �&�' �#!�v�
 �� ����&( ��� #�+ 4O��� �� �����#

!� �v�
 1� �� ��� �"� ��!� ���� )�d (5′) �4F��
 �� �0��'�
 ��� �,' �� ���Z?�,� �&�'�
c��&
 4� 4���I #!�
��� �!�� �0��' ��D��� G � g ;� �D�
 �� 
	> �� �� ���R � 0��P �,� �� �8�
���
S� ���� �"�,� 4C 4� hE��
 ���!(
 !�J�> !# 4' ��#��
 �"� �� �� 4� Hα′′ � α′ � ξ′′ � ξ′

� �0��'�
 ��D��� �g 	G .
 ��
	> 1� �� ���&,# �r7 �� 8�
��� !� �v�
 !# �� �!' y�"
 ��!�
���	> 4� �0���&��
 g(ξ′ξ′′) � �g(α′α′′) ;� �&` 4� ;�D�
 �#��,� �� �� �+ �� ��!(
 !�`�>
A� �!�( ��!� �0���&�� (α′/ξ′) � (ξ′/α′) ;� �&` 4� �?�� 4� �� b−1(α′ξ′) � b(ξ′α′) Q� ��-( g� ��&( !?�

��� ��� Q� 8 4� �� (5′) �4l��� S� ���� �%' #�+

g(ξ′ξ′′) =

∫ ∫
(ξ′/α′) dα′ . g(α′α′′) dα′′(α′′/ξ′′) (5′′)

�� ��� �" � ��! � �� ξ(r)  � g Q� . 
 0 �! � �� �� � o� �!a ���&,# �����! P h� -@ S� ��� �� �0 �� �& ��

�� �, � ��! � �� α′′ � ξ′ 4� � - ���0 �! � o� �!a � �0 �! ��
 �' 4 � Hq �� ��>�  �I �8�
 � �� �#! �v � 

� ��!�*� �J�"
 �� ��> !� ��/
 ����&(�
 � ��� S�!(
 �#�&�� � #!l� ����#��"� 4' �#!�
���

�0�!��
 �' 4� �����# c ���>
	G .
 Q� 8 4� ��&(�
 ���
 	G 
' ��&@ 4� �� (5′′) Q� ��-( �4F��


∫ ∫
(α′/ξ′) dξ′ . g(ξ′ξ′′) dξ′′(ξ′′/α′′) = g(α′α′′)

	G .
 �

∫
g(ξ′ξ′′) dξ′′(ξ′′/α′) =

∫
(ξ′/α′′) dα′′ · g(α′′α′) = g(ξ′α′)

∫
(α′/ξ′′) dξ′′ · g(ξ′′ξ′) =

∫
g(α′α′′) dα′′(α′′/ξ′) = g(α′ξ′)

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(7)

�� ��!(
 ;� d��
 � !:��
 $�(!( 4� H�,��P �#�,� �I 4' �� &�

��



b−1Gb = g, Gb = bg, b−1G = gb−1,

�� ��� !#: (7) ;� d��
 �� 4' g(α′ξ′) � g(ξ′α′) ;� 	,R ���& �
 4O��� (4) �� G,�/��
 4' ����#
��#��
 �"� !(�E' �� ��R �,� �� �� �� g �� 8�
��� !��v�
 4' �%!? !\� �� S�!(
 �� !�`�> ��&(�

� #!l� �� �� !*�� �&�'� ����� �� � ;�D�
 2� �C �� 4� #S�!(
 �#�&�� � #!l� ,� �+ �� 4'
�`7 �� ��
 �!lP S� �!(
 #��,� ��� �� 4' ��4�&? 4� ����� �&R� �8� 4� 1� �� -(�� #�&��
�!�� �����# �a�� �#S�!(
 � 4@&�!
 �� �,� �� (α′/ξ′) � (ξ′/α′) !�`�> � �#S�!(
 ������
�� g ���&7�� q ���> 1� 4' ���!(
 �� #S�!(
 ��� 6� !L Q� `a 4' ��#��
 �"� (7) ;� d��


���#��
 �"� �� g 4' ��#S�!(
 � ��� !��!� ��#��
 �"�

����� �0�#� )O�� 0# �� -�� 4� �� b2 � b1 �#S�!(
 � ��&�' Q� ��-( �� !?�

G = b1gb1
−1, G∗ = b2Gb2

−1,

�!�� ���� b2b1 S� �!(
 � �8� Q� ��-( 1� 4� 4�- 4O���

G∗ = b2b2gb1
−1b2

−1 = (b2b1) g (b2b1)
−1 .

g� ��&( � $�(!( 4� ��&�' Q� ��-( �� !?� 4' ��+�
�� ;�&` ��� 4� 4E_�
 ��� ����R �� ��Z?�,� ��
� 4�*� Q� ��-( 1� �� ��,# 4O��� ��& �,>� 0# �� -�� 4� (ξ′/κ′) �(κ′/ξ′) � (α′/ξ′) �(ξ′/α′) Q� ��-(

Q� ��-( g� ��&(

(κ′/α′) =

∫
(κ′/ξ′) dξ′(ξ′/α′)

�

(α′/κ′) =

∫
(α′/ξ′) dξ′(ξ′/κ′) .

��&� �#�&7
/��
	34	 $" ���
	 3A /4 §

# ξ �� �&�' w� &�0# �#S�!(
 !�`�> ��� �&�'� ���& �
 ���� (6) �4F��
 � # ξ �� ��!(
 !�`�>
� � !`�> 4' ηr �#S�!(
 4' ��� �"� ��&(�
 �0��' ����( ��

ηr(ξ
′ξ′′) = −ih δ(ξ1′ − ξ1

′′) . . .

. . . δ(ξr−1
′− ξr−1

′′) . δ(ξr
′− ξr

′′) . δ(ξr+1
′− ξr+1

′′) . . . δ(ξu
′− ξu

′′), (8)

��



�� �&�' p� ��� � �� ���& �
 A�!�(

ηrηs − ηsηr = 0, ξrηs − ηsξr = 0 (r �= s)

�

ξrηr − ηrξr = ih .

�� 4l��� ��
&� 
 ���& �
 ;-[� (2) � (2′) 1� ,' � ��� �E�7 ��� �4l��� �� ����'�
 ��`
G/�P� ����+ �4R�� ��C � �� Fa ;� -[� ��!' 0�#�&7 ;-[� (u = 1) ����+ �4R�� 1� � �� Fa ��!�

��& �,� 4� &� �?�� ��� 4� �F� ��� ��,# 4� �"


p� ��� � �����+ �4R�� 1� ��!�

ξ(ξ′ξ′′) = ξ′ δ(ξ′ − ξ′′)

�

η(ξ′ξ′′) = −ih δ′(ξ′ − ξ′′),

4' ��4�&? 4� 0���� ��

(ξη − ηξ)(ξ′ξ′′) = −ih
∫ {

ξ′ δ(ξ′ − ξ′′′) . δ′(ξ′′′ − ξ′′)

−δ′(ξ′ − ξ′′′) . ξ′′′ δ(ξ′′′ − ξ′′)
}
dξ′′′

= −ih
∫ {

ξ′ δ(ξ′ − ξ′′′) . δ′(ξ′′′ − ξ′′)

−δ(ξ′ − ξ′′′)
∂

∂ξ′′′
[ξ′′′δ(ξ′′′ − ξ′′)]

}
dξ′′′ .

���!��� � �0������ )O�� Ǳ2R4�Ǳ2R �� !�?��!*��� )�� �4E,R �� 4'

(ξη − ηξ)(ξ′ξ′′) = −ih
∫ {

(ξ′ − ξ′′′) δ(ξ′ − ξ′′′) δ′(ξ′′′ − ξ′′)

−δ(ξ′ − ξ′′′) δ(ξ′′′ − ξ′′)
}
dξ′′′

4� ��&(�
 �� )�� �4E,R � �(ξ′ − ξ′′′) δ(ξ′ − ξ′′′) = 0 �!�� �& �
 !D` ��!*��� �� ��� �4E,R
�4l��� ���� )�d 4' �&@ �,# �&�'� ��!' 4-�N
 (2) 1� ,'

(ξη − ηξ)(ξ′ξ′′) = ihδ(ξ′ − ξ′′′)

�0���+�
 ��� 4� ��

w� &�0# # ηr !?� �!�� ���& �,� ����( �8� ��&@ 4� #�+ w� &�0# �#!�v�
 �# ξr �� � �� � 4�-F�
�#!�v�
 c� � ξr �� �#�&7�� g� �( F ��P� �?�+ �� � # ξr

��



η∗r = ηr + ∂F/∂ξr, (9)

4' �ξr �#! � v � 
 �� �& � )& E � 
  � 4 ' ��� �/ � /a ��� !� @7 4 � � �� ��& � � � #�&7 ξr w� & �0# 2 � �
����( �8� �� ��!(
 �� �,� 1� ����'�
 ���Z?)� �� #�&�� � #!l� � ��&� �!lP �#S�!(

�� �+ � !:��
 �� &�� � �!' 6!L ξr

′ !� �
��� �� f(ξ′) g� �( !# �� �� (ξ′) !�l� !# ��&(�
 �!�� ��& �,�
�#S�!(
 � ����� ![� ���!(
 �4F��
 !# �� ���� !� ����!% ��� �!�� ��!' 0��/( ��,' �,# !�
���'�
 �&> ����� A�!�( (8) �� 4' �� ηr �#S�!(
 �' ��� ��F� ���'�,� �&> �� �!lP

Q� 8 4� ���R �#S�!(

η∗r (ξ′ξ′′) = ηr(ξ

′ξ′′)
f(ξ′)
f(ξ′′)

= ηr(ξ
′ξ′′) + ηr(ξ

′ξ′′)
f(ξ′) − f(ξ′′)

f(ξ′′)

= ηr(ξ
′ξ′′) +

ηr(ξ
′ξ′′)

f(ξ′)

∑
s

∂f(ξ′)
∂ξs

′ (ξs
′ − ξs

′′) .

���& �
 !D` ��& 6!L ηr(ξ
′ξ′′) �� ��P� g,R ;� 	,R �4,# �s = r �4E,R 2R 4� ��&� ��#�&7

4�D9� ηr(ξ
′ξ′′) �� ��� 4' δ(ξs

′ − ξs
′′) �� (ξs

′ − ξs
′′) �4E,R 6� !L Q� `a � � s �= r ��P� �!��

� δ′(ξr
′ − ξr

′′) $� �!L �� s = r �4E,R � (ξr
′ − ξr

′′) $� �!L !*�� �&� �� ��& �
 !D` ����
�−δ(ξr

′ − ξr
′′) � ��� !��!� G/�P� �(3) �4F��
 1� ,' � �Q`a � �& �
 6!L ηr(ξ

′ξ′′) �� ���
0���� ��9� �� S�

η∗r (ξ′ξ′′) = ηr(ξ
′ξ′′) +

ih

f(ξ′)
∂f(ξ′)
∂ξr

′ δ(ξ′ − ξ′′)

= ηr(ξ
′ξ′′) +

ih

f(ξ)

∂f(ξ)

∂ξr
(ξ′ξ′′),

��&� �#�&7 �?�� (9) � 0��' ���7� �� F = ih log f !?� 4'

��!��!� η2 �� ��!(
 !�`�> 4' 0����
�� ��a�� 4� �(2′′) 1� ,' � �����+ �4R�� 1� � �� Fa ��
�

η2(ξ′ξ′′) = (−ih)2
∫
δ′(ξ′ − ξ′′′) dξ′′′ . δ(ξ′′′ − ξ′′) = (−ih)2δ′′(ξ′ − ξ′′),

4' 0����
�� �Ǳ�!/��� � �!(�E' ��&@ 4� �
ηn(ξ′ξ′′) = (−ih)nδ(n)(ξ′ − ξ′′) .

� 8�&E�( p� �� �4�nP 1� ,' 4� eiaη S� �!(
 !�`�> �� � ��&7�� c ���> 1� a !?� ����!���
eiaη(ξ′ξ′′) = Σ

1

n!
(iaη)n(ξ′ξ′′) = Σ

1

n!
(ah)nδ(n)(ξ′ − ξ′′) = δ(ξ′ − ξ′′ + ah),

�	 �=�T$ A
 �� E [� �-] �� �	-��� 	� δ(x) 	�
� "�
(�� �/$ �� �$-$�U δ(x) R� ��� � �-08� ��8^U  ������ 8

'*�	 �	�U�� �-08� ��8^U �+�( �	 A
 �+ �	�� �� *D�5 �/$ � R�	-�

��



4 � 4 ' ��� �!` � > Q� 
   9 � ( eiaη S� �! ( 
 ����� 
 � \ � �� 4 ' � � C �S � �� �&  � 
 ����
����( !# ��!� �9�"
 �� ��� ���'�
 !��v( ah ������� 4� ξ #�+ �� 4' ����� �� � “��#�/��� ”

����� �?�� ��� 4� �+ ;� -[� �� � &� �F� ��� ��!P!� ����+ ;� R��

/7�38� 5���B� /6 §

�� ��� �%' 4' 0�!�?�
 !\� �� �� �(α) � (ξ) Ga	l`� ����!(
 Q� 8 �� !# �� �� Q� ��-( �&�'�
0���� ����' ��` 3 �� �� �� (ii) � (i) p� ��! 

η1(ξ
′ξ′′) = −ih δ′(ξ1′ − ξ1

′′) . δ′(ξ2
′ − ξ2

′′) . . . δ′(ξu
′ − ξu

′′),

�(1′) � (1) ;� d��
 1� ,' � ���!��� �

η1(ξ
′α′) =

∫
η1(ξ

′ξ′′) dξ′′(ξ′′/α′) = −ih∂(ξ′/α′)
∂ξ1

′ ,

�E' ��&@ 4� �

ηr(ξ
′α′) = −ih∂(ξ′/α′)

∂ξr
′ .

0���� �����

ξr(ξ
′α′) =

∫
ξr

′ δ(ξ′ − ξ′′) dξ′′ (ξ′′/α′) = ξr
′(ξ′/α′),

� � ξr 9�( �� ���( !# f(ξr) !?� �!(�E' ��&@ 4� �

f(ξr) (ξ′α′) =

∫
f(ξr

′) δ(ξ′ − ξ′′) dξ′′ (ξ′′/α′) = f(ξr
′) (ξ′/α′) .

�� A�!�( ηr ���� � ��&�' �#w&�0# � ξr �� ���( !# f(ξr, ηr) !?� 4' 0�#��
 �"� �&�'�
�?�+ �� � ηr �� ����� � �&? ����/
 4' � � �(8) ��

f(ξr, ηr)(ξ
′α′) = f

(
ξr

′, −ih ∂

∂ξr
′

)
(ξ′/α′), (10)

Q� ��-( g� �( !� 4' ��& �
 ���� r7 !�*E,> 1� � (ξ′α′) !� �&J( �� f S� �!(
 !�`�> 4' ��&@ 4�
�� � ���� �f2 � f1 	G .
 �g�( �� !# ��!� 4�nP !?� 4' 0��' ��[ ��� �%' ���'�
 ![� (ξ′/α′)

���� �9��� g,R ���&
 ���� ���� 0# f1f2 �"�!L Q� `a � f1 + f2 #�+ q� &,O
 ��!� �?�+
0���� 6!L ��!�

f1(ξr, ηr) f2(ξr, ηr) (ξ′α′)

=

∫∫
f1(ξr, ηr) (ξ′α′′) dα′′ . (α′′/ξ′′) dξ′′ · f2(ξr, ηr) (ξ′′α′)

�	



=

∫∫
f1

(
ξr

′, −ih ∂

∂ξr
′

)
(ξ′/α′′) dα′′ . (α′′/ξ′′) dξ′′ . f2

(
ξr

′′, −ih ∂

∂ξr
′′

)
(ξ′′/α′)

=f1

(
ξr

′, −ih ∂

∂ξr
′

)∫∫
(ξ′/α′′) dα′′ . (α′′/ξ′′) dξ′′ . f2

(
ξr

′′, −ih ∂

∂ξr
′′

)
(ξ′′/α′)

=f1

(
ξr

′, −ih ∂

∂ξr
′

)
f2

(
ξr

′, −ih ∂

∂ξr
′

)
(ξ′/α′)

4' ��� �"� ��&(�
 4�"
 b� �� 4� ���� �\��� ���&
 �4O��� �,# 4'

f(ξr, ηr) (α′ξ′) = f
(
ξr

′, ih
∂

∂ξr
′

)
(α′/ξ′) . (10′)

)&E�
 g� �( !# Q� ��-( ��!� ����!(
 !� �&J( 1� �� ���+ ��� 4� ��!� �&P b� �� 1� (10) �� &
!%
�� g�( 1� 4' ���'�!% ��.
 ��!� ��#��
 4���� ��!lP S� �!(
 1� 4� �8�
��� �#!�v�
 ��
4� Q��-( �� F 4' 0���# �(α) 	G .
 ����!(
 Q� 8 1� �� -�� 4� � 0���� �F(ξr, ηr) ���� �# η � # ξ

0�#�&7�
 ���� ���' �!lP S� �!(


F(α′α′′) = F(α′) . δ(α′ − α′′)

4' �#��
 �"� (10) �� &
!% ���� α′ �� !�
��� 1( �4>&,O
 �� ���( F(α′) 4' 0� � 4� �� ��

F
(
ξr, −ih ∂

∂ξr

)
(ξ′/α′) = F(ξr, ηr) (ξ′α′) =

∫
(ξ′/α′′) dα′′ .F(α′′α′)

= F(α′) (ξ′/α′). (11)

� �0�!�*� !\� �� # ξ′ �� ���( �� (ξ′/α′) !?� ���� (ξ′/α′) ��!� �F&,�
 Q� ����!D�� 4F��
 1� ���
0���&(�
 �?�� 4� �?�+ ���& �
 )&E�
 α′ �#!�
��� ;� �D�
 !� ��/
 � �+ A� E��
 �#5��

�4l��� �� f(ξr, ηr) 1� �
��� !��v�
 !# ��!� �� (α) �� ��!(
 !�`�>

f(ξr, ηr) (α′α′′) =

∫ ∫
(α′/ξ′) dξ′ · f

(
ξr

′, −ih ∂

∂ξr
′

)
(ξ′/α′′) .

!�`�> ���& �
 ���� �"� F(α′) � 4' �Q����!D�� �4F��
 �4J�"
 !� ��/
 �0���+ ��� 4�
���� F S� �!(
 �� !lP �� �,�

�0�!�*� ��&�E�
# �� F � y�"
 �� 
� 1� �� �*��� �� F&,�
 �# p � # q �� # η � # ξ !?�
1� Q� a ��!� !*����! b� �� �� 0���&(�
 � ���� !*����! �� &
 �4F��
 �,# (11) �4F��
 �?�+
C" =�(� �
�� ����%�� D" (	 5�-�
;	 C" =�(� �.�% �0��' ��D��� �
&���&' �4�!\� �� �8�
��� �4E_�

(q) 7" �� 7" �38� �=  �
E � 
	 �� 3,F� GH�����	 �
�� b 
= 1I 8E �� 7�38� $" ���
	 �"0
@ 
�J 7�38�

�K*� 5�<E $" ���
	 �� �&  � ��(,��	
� �� 3��	 3�3) 7" �� �� �= �F���
	 �" �
�� 5��=

��



Q� 8 m�# �E' ��&@ 4� �����# �
� ����� GN�!` ��&�E�
# #�+ �� 4' ��#�*��� ��!�
��!*��� �� ��&[ �� ��4>&,O
 m�# �!�� �� � �!lP S� �!(
 1� �+ �� H 4' ����� �&R� ���!(

(11) �4F��
 �� !(�E' �� &
 �4F��
 1� ��� ���&
 ��� �� �� -� �
� ����� GN�!` 4' ����� �&R�
4>&,O
 1� # α !?� � �� � t = τ �� 
� �� qr !# ����/
 qrτ !?� 4' ��� 0�#�&7 �"� ����� �0��' ����
��� �"� t ���&7�� �� 
� �� t � # p �# q �� ����&( ;� �&` 4� �� #�+ ��&�� 4' � � ��!*��� �� ��&[ ��

�?�+ �3�
8� τ �",	� 
� 5� �� ��

H(qτ
′α′) = ih

∂

∂τ
(qτ

′/α′) .

4' ��� ��C ����' ��` �+ �� ��� # α′ 4' �! ���
df

dτ
(α′α′′) =

∂

∂τ

[
f(α′α′′)

]
,

�� �� ( � � � ��  - � τ 4 � 4 �� ��� G N �!` f ! ?� ���	> 4 � ����  # qτ �  # pτ �� �� � ( ! # f 4'
���!��� ��#��
 �"� �� τ �� 
� �� ��&�E�
# Hτ �+ �� 4' �� � ��!P!� ih df/dτ = fHτ − Hτf

(fHτ − Hτf) ( qτ
′α′)

= ih
df

dτ
(qτ

′α′) = ih

∫
(qτ

′/α′′) dα′′ .
df

dτ
(α′′α′)

= ih
∂

∂τ

∫
(qτ

′/α′′) dα′′ . f(α′′α′) − ih

∫
∂

∂τ
(qτ

′/α′′) . dα′′ . f(α′′α′)

= ih
∂

∂τ

∫
f(qτ

′qτ
′′) dqτ

′′ · (qτ
′′/α′) − ih

∫
∂

∂τ
(qτ

′/α′′) . dα′′ . f(α′′α′)

= ih

∫
f(qτ

′qτ
′′) dqτ

′′ .
∂

∂τ
(qτ

′′/α′) − ih

∫
∂

∂τ
(qτ

′/α′′) . dα′′ . f(α′′α′),

τ �� Q/��
 ��� f(qτ
′qτ

′′) ���� # qτ � # pτ �� ���( τ 4� ��!` �� *����� �� ��� f ��P� ��!��
Y0���� �� !�� �4l��� ������ �� �

(fHτ − Hτf)(qτ
′α′) =

∫
f(qτ

′qτ
′′) dqτ

′′ .Hτ (qτ
′′α′) −

∫
Hτ (qτ

′α′′) dα′′ . f(α′′α′) .

���� f g� �( !# ��!� �� ��� 4' ��R�+ �� �(fHτ − Hτf)(qτ
′α′) ��!� ;�-> �� ��� �4��/
 �

��� 4' 0�����
 �����#

Hτ (qτ
′α′) = ih ∂(qτ

′/α′)/∂τ .

Q� 8 4� 4l��� ��� �0�!� �' 4� qτ ��!� �� q � τ ��!� �� t !?�

H(q′α′) = ih ∂(q′/α′)/∂t .

���� �0����+ ��� 4� 	G -P 4' �F&
!% � 4' ��+�
��

��



pr(q
′α′) = −ih ∂(q′/α′)/∂qr

′ .

0���� �&�'� ���� 4��/
 Q� �P

H
(
qr, −ih ∂

∂qr

)
(q′/α′) = H(qr, pr)(q

′α′) = ih
∂

∂t
(q′/α′), (12)

������ �
� 4� ��!` �� *����� 4' ��� ��#��&�E�
# ��!� !*����! �� &
 �4F��
 4'
�#!�v�
 4>&,O
 1� �� 4��&�� �� �4l/� Q� ��-( 1� ;� d��
 ���&(�
 �1��	' 1� ��8
 ��

���� Q� 8 4� �� βr �αr �4>&,O
 1� 4� ξr �ηr �� �&�'

ηr = ∂S/∂ξr, βr = ∂S/∂αr, (13)

;� d��
 ��&(�
 4' ��� ���� �"� 9 ���&R �� � # α � # ξ �� ���( !# ���&(�
 S 4' ���+��
Q� 8 4� S 4' ��� 4� ��!"
 �� &� Q8 ��� 4� 0# �
&���&' 1� ��8
 �� �� Q��-(

S =
∑

f(ξr) g(αr),

4�8� ��� 3� ��I ��!�? ��!P # α �4,# �&ER ��� S �� ��� �#6!L �� # ξ �4,# ����� ��& 4� &�
�4�!\� �� ��a�� 4� 4O��� ��� H��& �Da ��2R �#h�"
 �� �%!? )� *�# ��� $�(!( ��� 4' ��� )�d

0���� ���+�
 ��� 4� !La

f(ξr) g(αr) (ξ′α′) =

∫ ∫
f(ξr)(ξ

′ξ′′) dξ′′ (ξ′′/α′′) dα′′ . g(αr)(α
′′α′)

=

∫ ∫
f(ξr

′) δ(ξ′ − ξ′′) dξ′′ (ξ′′/α′′) dα′′ . g(αr) δ(α
′′ − α′)

= f(ξr
′) g(αr

′) . (ξ′/α′)

0���� g(αr) � f(ξr) g� ��&( �� 4>&,O
 !# ��!� ���!��� �

∑
f(ξr) g(αr) (ξ′α′) =

∑
f(ξr

′) g(αr
′) . (ξ′/α′) (14)

0�#��
 )O�� �� !�� �� ��Z?R

(ξ′/α′) = exp . iS/h,

0���� (14) �� �&�'� ��& 4� &�∑ f(ξ′) g(α′) Q� 8 4� S 4' 0��'�
 �!% �

Jordan, ‘Z. f. Physik’, vol. 38, p. 513 (1926). 9
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ηr(ξ
′α′) = −ih ∂

∂ξr
′ (ξ

′/α′) =
∂S(ξ′, α′)

∂ξr
′ · (ξ′/α′) =

∂S(ξ, α)

∂ξr
(ξ′α′)

4�"
 ��&@ 4� ��& 4� &�∑ f(ξ) g(α) Q� 8 4� 0# ∂S (ξ, α)/∂ξr 4' ��� �+ 4� ��!"
 4'
4' ��� �"� ��&(�


βr(ξ
′α′) =

∂S(ξ, α)

∂αr
(ξ′α′)

������ 4� &� ���!(
 !�`�> �� �� p� ��� � ;� �&` 4� 4' ����# (13) ;� d��
 �,# #���

/
�$���
	 �" ����� �"�8;� /6 §

1� �� !lP !�`�> 4' 0��' �!% ��� 9�( ����!(
 �4�!\� �� �8�2�% �� ��� �� ���+ ��� 4� ��!�
�� g Q� .
 �� !�?��!*��� �� �[ 1� ����� �� � # ξ 4� 	G .
 ��#�&�� � #!l� � ��, � 4' �S�!(

��!� �� η �n% �4,# ��� g(ξr, ηr) g� �( �� �?��
 !� ��/
 � ���'�
 �?����,� �� �8�
��� ��*���
�� 
&���&' �� ��>� �� �a �� Fa �� 4' � �� �,# 4� ��� # ξ �� ��> !� ��/
 �� y�"
 �4>&,O
 !#

!?� S� ���'�
 ����( ��#��
 )O�� M�2�
g(ξ′ξ′′) = g(ξ′) . δ(ξ′ − ξ′′)

�n% �4,# ��� g �� �?��
 ����/
 g(ξ
′) 4' 0��'�
 �!% �����# # ξ′ !� ��!� G-� !/( # ξ

′′ ��P�
$� �!L o� Za 4 � � � � �� �� �I g S� �! ( 
 �� !l P !� ` �> 4' �� Fa �� ��  � ξr = ξr

′ �� Fa �� η
6� !L Q� `a � g(ξ′ξ′) �� !lP !�J�> 4' �&� �#�&7 ��� 4@&�!
 �� !% �����# �#��
 Hδ(ξ′ − ξ′′)

�� � !��!� ξr = ξr
′ �� Fa �� η �n% �4,# ��� g(ξr, ηr) �� �!*��� �� (2πh)−1

!?� ���	> 4� � �0��' ����( 0# �� g g� �( !# ��!� �� η p� �&�
 4' ��'�
 ��P �� 
 �!% ��� �4�-F�
� # ξ �� �E/��
 g� ��&( � ��& �
 R4�R !*��1� � 4' �� � # g �� 4>&,O
 1� gu ��� �g2 �g1
�!�� ���& R4�R ��� # gI �0��' ����( �� # g ��� �� ���( !# �� � η p� �&�
 0���&(�
 ��� � # η
� ���� ;�D�
 g2g1 �� �?��
 � g1g2 �� � η p� �&�
 4' 0����
 �� ��.
 ��!� �
 � -� ���C !?�
0������
� 4' ��� �2�C �+ �4,# q	@� ��� H�0��' ���� #��?��
 ��� ��!� �8�2�% !� �-�( 0���&(�,�

�0���+ ��� 4� # ξ )�&E�
 �� ��> !���/
 ��!� # η �� ����&( ;� �&` 4� # g ���&
 �� 0���&��
!�' ��� ��P� �I η �n% �4,# �� �!�' 0���&�� !?� �& �
 g,R 0# � ;>	@� ��� �4,#
��!P )&E�
 �� ��> ����/
 �� !# �� �� gr �+ �� 4' 0���+ ��� 4� �� Hη �n% Q� ' 0� Oa ���� !D`

��



4' 0��� � �� ���!(
 �� � �' ��� ��!� �gr
′ < gr < gr

′′ �+ �� 4' 0Oa �� �!�' 	G .
 ��!�?�

�4`	7 ��&@ 4� 	G .
 ������,�

δ(g1 − g1
′) . δ(g2 − g2

′) . . . δ(gu − gu
′) = δ(g − g′),

���� �4O��� �0�!�*� ��!*��� g′ �#!�
��� 4� �-�� S�!(
 ��� �� !?� �?�+ �� �∫ g′′

g′
δ(g − g′) dg′,

�� � 1� � !��!� �gr
′ < gr < gr

′′ ��P� 4' ��� # g �� ���( ����#��"� 4' �&� �#�&7 ���!(

��� 4� �� g�( ��� �� � η �� �?��
 S� �!(
 ��� �� !lP !�`�> S� ��& !D` ;�&` ��� !� �] �� �
�;�&` ��� !� �] �� �I gr

′ < gr < gr
′′ �+ �� 4' ��� η �n% �� �!�' � !��!� G/�P� 4' ��#��


�+ �� 4' ��� η �n% Q� ' 0� Oa � !��!� G/�P� 4' ��#��
 �� η �n% Q� ' ��� g�( ��� �� �!*��� #�+
�Hgr

′ < gr < gr
′′

10 p� ��! �� �r !# ���� 4� ���� δ(g − g′) S� �!(


(gr − gr
′) · δ(g − g′) = δ(g − g′) · (gr − gr

′) = 0

� ��' ��`∫
δ(g − g′) dg′ = 1 .

!�`�> � S� �!(
 4' �& �
 ��[ �?�� 4�

δ(g − g′)(ξ′ξ′′) = (ξ′/g′) . (g′/ξ′′)

�� �&� �O�9� � �
�( ;� �`&J7 !� @7 4� !7+ �� ! 4' ��� �L�� ���'�
 ����+!� �� p��! ���
0���� p��! �4�/� ;� -[� ��!� 4' �Fa �� ���� ��!P!� (g′/ξ′′) � (ξ′/g′) g� ��&(

gr δ(g − g′)(ξ′ξ′′) =

∫
gr(ξ

′ξ′′′) dξ′′′ . (ξ′′′/g′) (g′/ξ′′) = gr(ξ
′g′) . (g′/ξ′′)

= gr
′ . (ξ′/g′) . (g′/ξ′′) = gr

′ δ(g − g′) (ξ′ξ′′),

4�"
 ��&@ 4� �

δ(g − g′) gr(ξ
′ξ′′) = gr

′ δ(g − g′) (ξ′ξ′′) .

� ������ ��!P �"
&E�
 �� ��> !���/
 �� �� # g �ξr = ξr
′ ��!� �+ �� 4' η �n% 0�Oa �&�'�∫ g′′

g′
(ξ′/g′) dg′ (g′/ξ′) .

��]�&2 �� "��SU 7� 
���� �� *�	 �&X� 4
��  ���� ��� �� 7
���� A
 !� _� gr
′ )-��D A
 � ��U� 10

'*�	 gr
′ � �2 ` c ���&
��$ �� *�	 "gr

′(ξ′ξ′′) = gr
′(ξ′ − ξ′′)

��



��& �
 ����

1� ����� gr !# �� !�?��!*��� ���� 4' �+ !*
 �& �
 !D` 0Oa ��� 4' 0�����
 4E`%	�
�����,� S� �!(
 �� �!lP !�J�> 1� ;� �&` 4� 4' ����/
 ����� � � � gr �+ �� 4J�"
 ����/

� (ξ′/g′) Q� �� - ( g� ��& ( ;�&` ��� !� � ] �� �! �� �[�& �
 !#: ���! ( 
 �� � , � � g Q� 8 �� gr

�� �[ !# �4J�"
 !� ��/
 4' �#��
 �"� ��� ���& �
 !D` �!�?��!*��� ���� �� &@ �� (g′/ξ′)

�r&J7 4�I ��!�ZK� ���&(�
 	G ,> q ���> ��� 4' ����# H�!�] � ������&'I �!��/
 g �� !�?��!*���
���� �(ξ′) �� !lP !�J�> �� g′ � ξ′ �� �� �� �/( H�����# �*��� �� e!�� z� &l� H �4J�"
 !� ��/

1� �
 � �� �� 4- �R�� �4�nP 1� �� �� ��&
!% 4 � �� P �� 
 δ(g − g′) S� �! (
 �� �(ξ

′/g′)(g′/ξ′)

� ξr
′ �� 4��&�� g� ��&( (g

′/ξ′) � (ξ′/g′) Q� ��-( g� ��&( 4' ���� �!��' ���&
 �� 9�( 4' ���'�
 �
&���&'
�� !��/
 �� ��4��&�� �#��� ����&(�
 gr � ξr �4J�"
 !� ��/
 4' �����
 )�d 4'I ����# gr

′

�� � ��!P!� gr
′ < gr < gr

′ + ε � ξr = ξr
′ �+ �� 4' η �n% 0�Oa �Y��� ���C 4�nP ��� H��!�*�

4' �ξr
′ < ξr < ξr

′ + ε � gr = gr
′ �+ �� 4' # g �� �&�' w� &�0# �#!�v�
 �n% 0� Oa � ��� !��!�

(ξ′/g′)(g′/ξ′) ε � !��!� G/�P� #n% �� 1� !# ��/�/a �� �����# �-.
 1� C&' �� c �� #��> # εr

���� # εr �4,# 6� !L Q� `a ε 4' ����

/��8E 5
�L% 
= �F�
4	 /8 §

� ���!(
 �4�!\� �� �8�2�% �� ��� �� ���+ ��� 4� ��!� �E�% b� �� 4' 0�#��
 �"� �&�'�
�?�� ���'�
 ����( �� �,�a� r7 ����&
 �� �&
 g� �( �4�
�� g� �!
 4' ��� !� ��-
 ��"�� �#�!%
�
� 4� ��� ��"� Q��
 ��P� ( �+ �� �&�E�
# �4' ��!�*� !\� �� �� �8�
��� 0� ���� 1� ����
�
� 4� ��!` �� *��� � �%L� �4E,R 1� �& �
 ���� �	�7� �+ 4� ��P� � ������ ��!` �� *���
��� ��	�7� �� � � �� /��� �#�,�a� �� �%� ��!� �E-P b� �� h� -@ ��& �
 !#: �+ �� �&�E�
# ��
�F	�7� !� �] ��*��� �� �!*��� �� ��&[ # αI ���& ���� �ψ0(α

′) ���� ��F	�7� !��] ��*��� g� ��&( �^�� �����
�4�F�� !� ��/
 ����� � ���'�
 ��` �F	�7� ��*��� �� &
 �4F��
 �� 4' ����&(�^�� SK� � �H����#

S� �0�#� p�� # ψ0 $� �a !� �� # ψt ��� �?�+ �0-��� �� �# ψt(α
′) ���� �����# ψ0(α

′)

ψt(α
′) =

∫
ψ0(α

′′) dα′′ c(α′′α′), (15)

(α′) �� Fa �� ����� �� 4' �,(� ��!� SK� �����# �
� �� ����&( 9�( c(α′′α′) $� ��!L R ��� �� 4'
!# 4' � � ��Fa �� 0(� �+ ��&na �� ,�a� |c(α′′α′)|2dα′′ ;� �-> t �� 
� �� 4' �& �
 �!% ���&�

��



��!�? ��!P αr
′′ + dαr

′′ � αr
′′ �� �� �Fa �+ �� αr

�� (α0
′/αt

′) � (αt
′/α0

′) Q� ��-( g� ��&( ��� �4F/
 ��� �� E' b� �� 1� ,' 4� �,�a� ��� �� ���( ��!�
�
� �� Q/��
 �# q � p �� ����&( �& �
 �!% 4'I �� t �� 
� �� α �#!�v�
 �� αt !� ��/
 4' 0-���
� # αt ��� !# 0�!�*� !\� �� )&E�
 �� 
� 1� �� t !?� ���#� �-(�� �"� α0 �4�F�� !���/
 4� H����#

�� �&� �#�&7 ;�-> !\� ���&
 �� ,�a� �����# �F	�7� ��*��� �� �!*��� �� ��&[ # α0

(α0
′/αt

′) dαt
′ (αt

′/α0
′) = |(αt

′/α0
′)|2 dαt

′

���!(
 �� �,� � (α0) � (αt) �#Q8 !?� 4' ��� � �
&#&
 w� &�0# (αt
′/α0

′) � (α0
′/αt

′) !?�
� �� ty� �"
 �� 
� �� q �4J��
 !# ����/
 !?� ���� 4�&?��� ����' ��` 3 �� �� �� (iv) �� ! ��

0���� �0�#� �"� qt

(qt
′/α0

′) =

∫
(qt

′/αt
′) dαt

′ (αt
′/α0

′) . (15′)

�� *����� � ���'�
 L�� �� �(12) Q� 8 4� � �F	�7� �� &
 �4F��
 4' ��� ���( �^�� (qt
′/α0

′) da
�,# # αt

′ � # qt
′ 4� ����� �*��� # q � # p � # α �� �� �E�EN( p� ��� � 4� 9�( 4' �(qt

′/αt
′)

�F	�7� !��] 0� ���� g� �(�^�� 1� ���!��� � ���� # α0
′ � H4�F�� �# qI # q0′ 4� (q0′/α0

′) �� *�����
�4 F��
 �,# (15′) �4F��
 ���! � � � ���� �� 4� & � αt

′ � qt
′ �#! �v � 
 $� �a ! � 4' ���

$� �a !� ��� gP�� �� 4' � ����# (15) �4F��
 $� ��!L �,# (αt
′/α0

′) Q� ��-( g� ��&( � ���� (15)
����� �E-P �#�!% �� ��� 4� �"
 �O��� !La �� E' b� �� ���!��� ��� �
 4� &� c(αt

′′α0
′)

Q� a b� �� �� ���!�*� !\� �� �� �,(� 0� ����1� � ��!�8F� 1� �	G .
 ��� �� �#��&7!� ���&
 �&�'�
�4�"� 4� ����� �� �( �#�&
 Q� 
 4' 0����
 !*����! �� &
 �4F��
 6� �&R 1� ��&� �4E_�

4' 0��'�
�!% �?�+ ���& �
 ���'�!� �,(� 0� ���� �� #�&
 �+ �� 4' ���� ���& 1��2� �� �!�8F�
)&E�
 �&
 �� 
�� �� 4' ���e!�� �I ��!�8F� �� ?��'�!� �� ,�a� �9R !# �� ���'�!� �� &
 �4�
�� g� �!


���'�
 ����( �� �9R �+ �� H�& �

�� �9� �#4DF&
 4' 0���� �� (pF

′/pI
′) Q� ��-( g� �( ��� �!La b� �� � �,�a� ��� �� ���( ��!�

��4�8( � ��!�8F� �� ?��'�!� �� ,�a� SK� ��#� p�� pI �4�F�� �#4DF&
 4� �� �pF ���!�8F� �4�8(
��!�8F� ;� J��
 !?� ��&� �#�&7 (pI

′/pF
′) dpF

′(pF
′/pI

′) =
∣∣(pF

′/pI
′)
∣∣2dpF

′ !���!� dpF
′ ���� ��

0���� �11xt � !��!� t �� 
� ��

�� "���	 .� ��8� [� �Y�;� !� ��� "� ��� �� ���#=	 � xt [� �Y�;� �� ��a2 xt �� q  � 	�2	 �� .8$	 �� ��T=	 11

��
�3 [� M�E 4� 88X� �	�� �
�+�8b�� !� ��� �
�� pF � pI c8��� 48�+ �� '*�+ .+  -���$ ����	 �( �� �d�
�]
'���� ���	 .� ��8�

��



(
xt

′/pI
′) =

∫
(xt

′/pF
′) dpF

′ (pF
′/pI

′) . (16)

� ���!% �� �!�8F� 1� �� Fa � $���
 !*����! �� &
 �4F��
 Q� a (xt
′/pI

′) Q� ��-( g� �( R ��� ��
�� �&
� ����#��"� (xt

′/pF
′) g� �( �!*�� �&� �� ���� ��&� �4�!\� �� &
 g� �( ���!��� � �pI

′ �4�8(
6� ��a� 4� �
�2F 4' ����� �� �&
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