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R :=
{
(θ, ξ, η, ζ) ∈ R

4 | ξ > 0
}

, `1a
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ds2 = −ξ2 dθ2 + dξ2 + dη2 + dζ2. `2a
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S1 :=

∫ √
gµν

dξµ

du

dξν

du
du =

∫
ds, `3a

S2 :=

∫
1

2
gµν

dξµ

du

dξν

du
du =

∫
L du. `4a
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d2ξλ

du2
+ Γλ

µν
dξµ

du

dξν

du
= 0, `5a
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Γλ
µν =

1

2
gλσ

(
−∂gµν

∂ξσ
+

∂gσµ

∂ξν
+

∂gνσ

∂ξµ

)
, `6a

$ 1���� $ D	���� $ �Y��. ,+ �+ gλσ �'(� �O$ �f5	�: $% �+��&( � CFIY� �	 ������,+ $% �+�O3� �
�'(� [gµν ] $ D	����

25+ '�:�� 2:�C �(����* R �� �: %� ��/t $% ��
 L

L =
1

2

(
ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 − ξ2 θ̇2

)
. `7a

�`ua '�:�� U�Y� �� XP� �: % ������A �
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 ζ � η $ XP� $% �+�3��;� )��� �� �'(� 2
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�: ���� �Q��( �3��;� �� �	� �� �'(� η̈ = ζ̈ = 0

Γ2
µν = Γ3

µν = 0, µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3} `8a
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d

du

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 ⇒ ξ2 θ̇ = constant. `9a
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ṫ =
1

ξ2
⇒ dθ

du
=

1

ξ2
. `10a
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d2θ

du2
+

2

ξ

dξ

du

dθ

du
= 0 `11a
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Γ0
01 = Γ0

10 =
1

ξ
, Γ0

11 = Γ0
22 = Γ0

33 = 0. `12a
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d

du

(
∂L

∂ξ̇

)
− ∂L

∂ξ
= 0 ⇒ d2ξ

dθ2
+ ξ

(
dθ

du

)2

= 0. `13a
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Γ1
00 = ξ, Γ1

ij = Γ1
0i = Γ1

i0 = 0, i, j ∈ {1, 2, 3} . `14a
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d2ξ

du2
+

1

ξ3
= 0. `15a
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µ
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,���
�� θ̇ = 1/ξ2 �� ���O��� �
 �H����

− 1

2
E =

1

2

(
ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2

)
− 1

2 ξ2
. `16a
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dτ 2 =
[
ξ2 dθ2 − dξ2 − dη2 − dζ2

]
`17a

=

[
ξ2

(
dθ

du

)2

−
(

dξ

du

)2

−
(

dη

du

)2

−
(

du

dθ

)2
]

du2 `18a

=

[
1

ξ2
− ξ̇2 − η̇2 − ζ̇2

](
du

dθ

)2

dθ2 `19a

dτ 2 = E ξ4 dθ2 `20a

`21a
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,	��� %�/�� $% ��/t $% ��
 �DA �2�� �OY '�:�� 2:�C �(#�( $ �	��^h �	 �
 �: %� ��/t

dτ =
√

E ξ2 dθ ⇒ dτ

dθ
=
√

E ξ2. `22a
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'	#�� %h�(� $% �#��5	�A

ξ̇2 − 1

ξ2
= −E. `23a

���� �Q��( 1* �� �:

dξ

du
= ±

√
1− E ξ2

ξ
, `24a

dξ

dθ
=

dξ

du

du

dθ
= ±ξ

√
1− E ξ2, `25a

dξ

dτ
=

dξ

dθ

dθ

dτ
= ±

√
1−E ξ2

√
E ξ

`26a
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 ��;	 �j�� $ 2&� �
 ��/t �: 2�� % 23�C �
 �
�� �O�� $ 2�F. �e�
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 �(ξ, η, ζ) = (ξ0, η0, ζ0) $% �I"( �� θ = τ = 0 $% �gP3 �� ��/t �: ,	��#�� �g(
�	��M* $ ��� �� �� E $ ��'"� �`2�� (dξ/dθ, dη/dθ, dζ/dθ) $ ����
 2.�� �� �g��a �� �+�

,	��� �	� �
 ��
 �`E = 1/ξ2
0a ,�(����

θ = ln

(
ξ0 +

√
ξ2
0 − ξ2

ξ

)
⇒ ξ =

ξ0

cosh θ
`27a

τ =
√

ξ2
0 − ξ2 ⇒ ξ =

√
ξ2
0 − τ 2 `28a

�: 2�� Wc�� o� $ )
�� �� $ �<� ��

lim
ξ→0+

θ = ±∞, `29a

lim
ξ→0+

τ = ξ0. `30a
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$% �+���� $ ��'"� '���� j�� �
 ��/t % 2�� �2�� ��/t $ ���,+ �: % 2.�� �: % X�C �� �'����
% ��'"� 1����i	� ,+ 23�C �	� �� � ���
 j�� �� θ → −∞ �� � &�C ��/t � �&c �'+��� 1��( �� ξ0

�`−ξ0a �+���� 2��
��;��
 1�� $ �v� %� ��/t $ ��� �� ���/!3� ���: B�5C 1���� ,+ �� �(#�( $% �+�	��^h
�: % 2.�� $ 1����i	� ���F. �
 �,��:�� �+� l1<�m $ 23�C �� �� 1�� θ = 0 �� ,�	0
 �: 2��
�� θ �	 u �
 ξ $% �#��5
 $% �3��;� �@�� ��	� �
 ��
 �2�� ��;��
 ,+ '�: 2:�C 1�� $ ���,+

~'(� ���> 1�� �+�C � ��3��;� �� �	� �,��: �C ,�(����

dξ

du
= ±1

ξ
⇒ ξ =

√
ξ2
0 ± 2 (u− u0) , `31a

dξ

dθ
= ±ξ ⇒ ξ = ξ0 e±θ . `32a

,+ ��
 �`'	*�� 2�� �
 �O�� $ 2�F. �
 �: % B�6 �
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 ,+ ��

�
 1�� ��;	 �: ����� �OY `u = ξ2

0/2 + u0 �6 �	� ��a u $% �+���� $ ������A �	 $% ��� �
 ξ

θ → ∞ $% ��� �
 �@�� ξ(θ) ���/� 1�'���� j�� �
 \� %�s5�f $ ������A �� �+���� $ ��'"� �	 $% ���

$ 1��� �l1���m �� �g�� ��&6 �	� �� �'���� j�� �
 ∞ $ l1���m �� 1�� ��;	 �: ����� �OY
����� % �
��� $% �#�i	� ,+ �'(� �1���
 $ B�6 �2�� %�3$'�	 � $% ����/ �8�

��C �#�� ���T0�� � ����	1 ���� �� ��! � u � ����	1 1
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ξ = 0 ��;	 �j�� $ B-6 `1�� �> %�/�� �>a %� ��/t �+ �: 2�� Wc�� `15a $% �3��;� �� `K
����'( ��/t $ 2.�� �
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j�� �
 1'��� $ 1����i	� �+23�C $% �&+ �� � �'����� j�� �
 θ → −∞ �� ,+ θ → +∞

�2�� �+����

$ ������A 23�C �� �+ �� � �'���� j�� �
 θ → −∞ �� �	 θ → ∞ �� �	 �+1�� $ u�1�@6 `w
�2�� �+���� `j�� �
 1'��� $% ��
a 1�� $% %�5�

� �#����� �� ��	#" �� =� �(��.$	>? �� -/( ��� 6��� ���'� �.$	>? � ���.�@� �&�	��� �K��L*
%$�$ $�#�� ±∞ �� �	#0�

�: '	*�� 2�� �
 �	 �[� �'	����
 �� `��T�=
 %� �.&Q� �	a �I"( �	 ��'���� $% �POY �� �#�
��&�A 1��> 1���&( ���-#�� �I"( 1* �� �: �� % u� �: ���� $ 2�/. �	� �
a 25�( ���:�<	��^h
�� u� �: '��: �6/ � bbb '��
 �	�^h �	 � �&c � �'�: ���|� +∞ �� −∞ �� %�5� $ ������A �:

�`�� ��&�A 2
�? $ 2.�� �
 �: 2�� �	��^h % S�Y �� �@�� ��'���� $% �POY
R �: �	� ��;	 ��+���A�c�	� $ �FIY� �
 �,	��: 2
�? ���-# $% �POY '�> �� �> 1* �DA
���� ��I� R��A �	� `���A�	=�� �	a ���A�c�	� $% ��
 ���C�� �	� �� �25�( ���:�<	��^h

k2�� 1* �� % R8
 R �: �25+ ��T�=
 %� ���&� '�<( ~�:
R��A �	� $ z��A �2�� �<5O<��� $ 1����[� �� I $ R8
 R '(���� R�A �� �: % D: $% ��

�, 	� ���: }��� � 3$'� 	 � $ �	��� �� '� �: ��� �,� �5(���&( �� �	� '� �: ��� ��/� �2�� �@	'

�: 2�� �	� ,��<
 '	�
 �: % ��: �25�( ���:�<	��^h �: ,	� ����	 �� � �,	� ����	 �� R	 �+�	��^h
�	� ���;��
 2�� % 1����[� ,+ R $ j�� $ _�G 1* '+� 1��( �: ,	��0
 % ��/|���$ ��|� $ X�!(� �


$ 1����[� �	 �
 1���� �� �3$'�	 � $ 1����[� ~,	��� ��g�(� �: 2�� 1�&+ �Q��( � �2�� �('� ��:
�
 �> 1* �'��
 ���: �<	��^h $ ��P3 �� ��T�=
 $ 1����[� �	� �: % �G ���� \��5# ��T�=
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$ o�O�� j�� �� ,���
�� �,�+��� 1��( �<5O<��� $ 1����[� $ I $% ��C�( $ S�Y �
 �� R % 2��
� 
 2��� 2�� % u� %�/�� s% ��/t $ u�1�@6 ��<5O<��� $ 1����[� �� �'����&( % H�Q.
�'�	* � ���-# ��I"( �� �� �� j�� �: �T $ �P� $% ��� F v� �`1/c ��;	a 1 �� ��R�
 %� �	���H	�c
�
 �,�	�&�A�� ξ � θ ��;	 �%�3'�	 � $ l1�<�m � l1���m $ H5C �
 �� u� ��&+ % 2�� ���/� ���
��
�
 �	 2�� θ = ±∞ j�� �
 u� $ )G�"� $ �P� �� ,���
�� ��+��/ �8� �	� $ ��� $ U	�;� $ 2�/.
�% �0	� $ J�6�
 $% ��/t �+ �	 1�� $ ��� �� �25�( U	�;�\� θ �P� �	� �� ���2��� $ 1��

�I"( �	 �@�� �� �� j�� �: `1/c ��;	a 1 $ H�� �
 2�� % u� �<5O<��� $ 1����[� �� u�1�@6
����-# �� �j�� �� \� ��5# �	 ��'�	* �� �j�� �
 1�� $ 1'��� �,+ ��
 ��'�	* �	 ���-# �	 ���
��

�'+��� %�� θ = ±∞ �� %�3$'�	 � $ 1��� $ H5C �
 ��/� �25�( % H�Q. $% �'	'A
� 1'�* �
 �	� $ ��
 $% ��Y�� � �'(��#�� ��
 j�� �
 � �'�	*�� �
 j�� �� �+��/t R �� �DA

�2�� ∞ %�3$'�	 � $ 1��� $ H5C �
 ���# ��
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