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١٣٨٩ تابستانِ ،٢٣ یِ شماره گاما،

‡ گسسته ِ زمان کنشو

X1-047 (2007/09/13) mamwad@mailaps.org ͳخرم محمد

م�ͳشود. ͳبررس زمان�گسسته ِ سیستم Έی یِ برا تقارن�ها و حرکت، یِ معادله کنش،

مقدمه 0

از ی تابع که هست یΈکنش سیستم هر با متناظر ،Έکلاسی ِ Έانی΋م در کنش یِ فرمول�بندی ِ اساس بر

ی مسیر آن حرکت) یِ معادله ِ کلاسیΈ(جواب ِ مسیر است. ͳزمان یِ بازه آن و ͳزمان یِ بازه Έی در مسیر

است، ͳموضع زمان در سیستم م�ͳگویند شود. صفر ͳدرون یِ زمان�ها در آن به نسبت کنش ِ وردش که است

در مسیر زمان، ِ تابع لΎَرانژی این و باشد ͳزمان یِ بازه یِ رو (لΎَرانژی) تابع Έی ِ انتگرال کنش این اگر

لΎَرانژی در اول ِ مشتق فقط اگر باشد. زمان آن در مسیر یِ ͳزمان یِ مشتق�ها از ی باپایان ِ تعداد و زمان، آن

یِ ی�Έپارامتری یِ خانواده Έی به نُت̃ری ِ تقارن است. Έی یِ مرتبه از کنش م�ͳگویند باشد، شده ظاهر

Έی به را کنش و است مشتق�پذیر پارامتر به نسبت که م�ͳگویند پی΋ربندی�ها) (بر وارون�پذیر ی تبدیل�ها

[1] مثلا̈ در م�ͳشود را این�ها م�ͳانجامد. حرکت ِ ثابت Έی به ی چنین�تقارن م�ͳکند. تبدیل هم�ارز ِ کنش

شود. ͳبررس گسسته ِ زمان با یِ سیستم�ها یِ برا موارد همین است قرار این�جا یافت.

حرکت یِ معادله کنشو 1

یِ (فضا مجموعه Έی به صحیح) یِ عددها یِ (مجموعه Z از تابع Έی با که بΎیرید نظر در را ی سیستم

یِ مجموعه با م�ͳشود را مسیر هر م�ͳگوییم. مسیر Έی تابع�ها این از Έی هر به م�ͳشود. توصیف پی΋ربندی)

است. محفوظ نویسنده یِ برا آن حقوقِ ی همه و است، شده برداشته نویسنده منزل�گاه از نویسنده یِ اجازه با مقاله، ‡این

http://www.mamwad.org/x1/x1-047.pdf
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یِ ͳ΋دینامی یِ متغیرها ها qi به است. تحول یِ گسسته ِ پارامتر (زمان) τ داد. نشان {qi(τ) | (i, τ)}

یِ معادله با ی تحول سیستم این یِ برا م�ͳگوییم. سیستم

∀ (i, τ) : Ei(τ,q) = 0 (1)

یی تابع�ͳها ها Ei و است، ها qi یِ برا ͳکل ِ نماد Έی q م�ͳنویسیم. حرکت) یِ معادله یا تحول یِ (معادله

اگر م�ͳشود، توصیف S ِ کنش با سیستم این م�ͳگوییم اند. زمان و q از

∀ (i, τ,q) : Ei(τ,q) =
∂S(q)

∂qi(τ)
, (2)

م�ͳگیرد. مقدار (ͳحقیق یِ عددها یِ (مجموعه R در S که

اگر است n یِ مرتبه از و ͳموضع کنش م�ͳگوییم

∀ q : S(q) =
∑
τ

S
[
τ ;q

(
τ − n

2

)
, . . . ,q

(
τ +

n

2

)]
. (3)

م�ͳشود نتیجه (3) و (2) از ،Έی یِ مرتبه از ِ کنش یِ برا

∀ (i, τ,q) : Ei(τ,q) =
∂S[τ + ι;q(τ),q(τ + 1)]

∂qi(τ)
+
∂S[τ − ι;q(τ − 1),q(τ)]

∂qi(τ)
, (4)

که

ι :=
1

2
. (5)

م�ͳکنیم تعریف

p+i (τ) :=+
∂S[τ − ι;q(τ − 1),q(τ)]

∂qi(τ)
,
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p−i (τ) :=−∂S[τ + ι;q(τ),q(τ + 1)]

∂qi(τ)
. (6)

م�ͳشود معلوم ترتیب این به

∀ (i, τ,q) : Ei(τ,q) = p+i (τ)− p−i (τ). (7)

حرکت ِ ثابت و نُت̃ری ِ تقارن 2

است کنش ِ تقارن Έی مسیرها یِ مجموعه به مسیرها یِ مجموعه از O ِ وارون�پذیر ِ نگاشت م�ͳگوییم

اگر

∀ (τ,q) : S{τ ; [O(q)](τ − ι), [O(q)](τ + ι)} = S[τ ;q(τ − ι), (q)(τ + ι)]

+Λ(τ + ι)− Λ(τ − ι), (8)

اگر است، سیستم یِ نُت̃ری ِ مولدِتقارن Έی G م�ͳگوییم م�ͳگیرد. مقدار R در Λ که

∀ (τ,q) :
∂S[τ ; (q+ sG)(τ − ι) + (q+ sG)(τ + ι)]

∂s

∣∣∣∣
s=0

= λ(τ + ι)

−λ(τ − ι), (9)

م�ͳگیرد. مقدار R در λ که

م�ͳشود نتیجه (9) از صورت این در است. سیستم یِ نُت̃ری ِ مولدِتقارن Έی G کنید فرض

∀ (τ,q) : λ(τ + ι)− λ(τ − ι)=Gi(τ − ι)
∂S[τ ;q(τ − ι),q(τ + ι)]

∂qi(τ − ι)

+Gi(τ + ι)
∂S[τ ;q(τ − ι),q(τ + ι)]

∂qi(τ + ι)
, (10)
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یا

∀ (τ,q) : p+i (τ + ι)G
i(τ + ι)−λ(τ + ι)− p−i (τ − ι)G

i(τ − ι)+λ(τ − ι) = 0. (11)

م�ͳشود نتیجه (7) با این ِ ترکیب از

∀ (τ,q) : (p+i Gi − λ)(τ + ι)− (p+i Gi − λ)(τ − ι) = −Ei(τ − ι,q)Gi(τ − ι), (12)

یا

∀ (τ,q) : (p−i Gi − λ)(τ + ι)− (p−i Gi − λ)(τ − ι) = −Ei(τ + ι,q)Gi(τ + ι). (13)

حرکت ِ ثابت I ِ کمیت است) برقرار حرکت یِ معادله ی (وقت لاک یِ رو م�ͳدهند نشان رابطه�ها این

که است،

I := piG
i − λ. (14)

اند. ی�Έسان لاک یِ رو این�دو گرفت. p− یا p+ م�ͳشود را p رابطه این در

زمان�پی�وسته ِ حد 3

م�ͳکنیم. تعریف ش΋ل این به ∆ یِ ͳِزمان�Έتی و τ یِ گسسته ِ زمان یِ رو از را t ِ زمان

t := τ ∆. (15)

پی�وسته ِ زمان یِ رو که م�ͳکنیم تعریف Q ِ تابع Έی شده تعریف گسسته ِ زمان یِ رو که q ِ تابع از

شده: تعریف

Q(τ ∆) := q(τ). (16)
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م�ͳشود دیده ترتیب این به

Q(τ ∆)=
q(τ + ι) + q(τ − ι)

2
+ o(∆),

Q̇(τ ∆)=
q(τ + ι)− q(τ − ι)

∆
+ o(∆), (17)

تعریف لΎَرانژی Έمرتبه�ی�ِی ِ یΈکنش یِ برا م�ͳگراید. صفر ∆به از سریع�تر که است ی کمیت o(∆) که

م�ͳکنیم.

L(t;Q, Q̇) :=
S[τ ;Q− ι∆ Q̇,Q+ ι∆ Q̇]

∆
. (18)

م�ͳشود دیده (6) یِ رابطه�ها از

p+i (τ)=
∂L

∂Q̇i

∣∣∣∣
t−ι∆

+
∂L

∂Qi
ι∆,

p−i (τ)=
∂L

∂Q̇i

∣∣∣∣
t+ι∆

− ∂L

∂Qi
ι∆. (19)

ِ تعریف با

Pi(t) :=
∂L

∂Q̇i
, (20)

م�ͳشود نتیجه

p+i (τ)=Pi(t) +

[
∂L

∂Qi
− d

dt

(
∂L

∂Q̇i

)]
ι∆+ o(∆),

p−i (τ)=Pi(t)−
[
∂L

∂Qi
− d

dt

(
∂L

∂Q̇i

)]
ι∆+ o(∆). (21)
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م�ͳشود نتیجه (7) از ترتیب این به

lim
∆→0

Ei(τ,q)
∆

=
∂L

∂Qi
− d

dt

(
∂L

∂Q̇i

)
. (22)

ِ معادله�ی�ِحرکت ͳیعن است. مسیر به نسبت L یِ لΎَرانژی با ی کنش ِ وردش راست ِ طرف که م�ͳشود دیده

م�ͳشود. تبدیل زمان�پی�وسته ِ معادله�ی�ِحرکت به پی�وسته ِ زمان ِ حد در زمان�گسسته،

زمان�پی�وسته ِ حد در باشد، نُت̃ری ِ مولدِتقارن Έی G اگر م�ͳشود نتیجه ضمناً (21) و (14) از

م�ͳشود (I) متناظر ِ ثابت�ِحرکت

I = PiG
i − λ. (23)

مرج΄ 4

X1-015 (2003/03/21) ،“I لΎَرانژی، یِ فرمول�بندی و تقارن ” خرمͳ؛ محمد [1]
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