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١٣٨٩ زمستانِ ،٢۴ ی شماره گاما،

.ͳکوانتوم ِΈانی΋م درباره�ی

یوردˆن پی. و بورن اˡم.

(1925 سپتامبرِ 27 (دریافت

ِΈانی΋م روش�مند نظریه�ی Έی به ͳماتریس ِ�ͳریاض روش�های با هایزنبرگ چاپ�شده�ی اخیراً نظریِ ره�یافتِ این�جا در

روش، این از ͳکوتاه ِ�ͳبررس از پس م�ͳشود. داده بسط آزادی) یΈدرجه�ی با سیستم�های برای اول وهله�ی (در ͳکوانتوم

هایزنبرگ، ̥ͳکوانتوم شرط̃ از استفاده با که م�ͳشود داده نشان و شده استخراج وردش اصل̥ از حرکت ̥ͳ΋انی΋م معادلاتِ

به ناهماهنگ نوسانگرِ از استفاده با م�ͳآیند. دست به ͳ΋انی΋م معادلاتِ از بوهر بسامدِ شرط̃ و انرژی ̥ͳپایستگ اصل̥

جا برای ͳتلاش با مقاله م�ͳآید. پیش ͳجزئ ارتعاشاتِ فازهای اهمیتِ و جواب ی΋تایی̥ موردِ در سؤال مثال، Έی عنوانِ

م�ͳپذیرد. پایان جدید نظریه�ی درونِ ͳترومغناطیس΋ال میدانِ قوانین̥ دادنِ

̥ͳ΋انی΋م و ͳ΋سینماتی یΈفرمالیسم̮ ̥ͳبرپائ هدفِ با اخیراً که هایزنبرگ١ نظریِ ره�یافتِ ما نظرِ به مقدمه.

زیادی بالقوه�ی اهمیتِ است، شده چاپ مجله این در ،ͳکوانتوم نظریه�ی ̥ͳاساس نیازهای با سازگار جدید،

کردنِ قبول جای به مناسب، واقعاً و جدید ̥ͳادراک ساختارِ Έی ͳبرپائ با که است ͳتلاش نماینده�ی آن دارد.

بدهد. جدید واقعیت�های به درخور ͳجای�گاه م�ͳخواهد اجباری، و ͳکمابیشمصنوع روش̥ به معمول مفاهیم̮

هر که است شده توصیف او توسط̃ ΀واض چنان داد سوق پیشرفت این به را هایزنبرگ که فیزی�ͳ΋ای استدلالِ

صوریِ جنبه�های از او ره�یافتِ م�ͳکند، اشاره خودش که همان�طور اما، م�ͳرسد. نظر به زائد تکمیل�ͳای تذکرِ

:ͳانگلیس ترجمه�ی از است ترجمه�ای مقاله

M. Born and P. Jordan, Zur Quantenmechanik., Zs. f. Phys. 34 (1925) pp. 858-888.

است: آمده زیر کتابِ در که

Sources of Quantum Mechanics, edited by B. L. Van Der Waerden, 1968, Dover.

م�ͳشود. تش΋ر آورد فراهم را ͳآلمان متن̥ با IV فصل ترجمه�ی مقابله�ی ام΋ان که رکن�ͳزاده، دکتر آقای از

جنوب. تهران واحد ،ͳاسلام آزاد دانشΎاه ،Έفیزی گروه .ͳرحیم�ͳحاج مریم مترجم:

W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 33, 879, 1925١
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تکمیل تعمیم�یافته نظریه�ی Έی در کامل طورِ به که آن بدونِ او، فرضیاتِ است. ابتدایی مراحل̥ در ͳریاض

ساختشان مراحل̥ سراسرِ در او ایده�های با که مزیت این با شده�اند. گرفته کار به ساده مثال�های در تنها شود،

روشن را او ره�یافتِ ریاضیاتِ صوری محتوای که م�ͳکوشیم شده) کامل او تحقیقاتِ (که اکنون شده�ایم، آشنا

پیش�فرض�های از شروع با که م�ͳدهند نشان نتایج این دهیم. ارائه این�جا در را خود نتایج̮ ͳبعض و کرده

با ͳ΋نزدی بسیار شباهت�های که ساخت ͳکوانتومΈانی΋م از ͳریاض بسته�ی نظریه�ی Έی م�ͳتوان هایزنبرگ،

م�ͳکند. حفظ را ͳکوانتوم پدیده�های مشخصه�ی خصوصیاتِ هم�زمان اما م�ͳدهد، نشان Έکلاسی Έانی΋م

و کرده محدود آزادی درجه�ی Έی با سیستم�های به را خود هایزنبرگ، هم�چون ابتدا، کار این برای

که ͳسیستم��هائ به را نظریه مقاله این در باشند. متناوب ‐ ͳ΋کلاسی دیدگاه̃ از ‐ آن�ها که م�ͳکنیم فرض

تعمیم̮ Έی داد. خواهیم تعمیم نامتناوب�اند که ͳسیستم�هائ به نیز و دارند، آزادی درجه�ی ͳدل�خواه تعدادِ

به نه و ،ͳغیرِنسبیت ِΈانی΋م ̥ͳبررس به نه را خودمان که است ͳوقت به مربوط هایزنبرگ ره�یافتِ از ارزشمند

آن م�ͳکنیم اعمال مختصات انتخابِ بر که قیدی تنها کنیم. محدود ͳدکارت مختصاتِ دستگاه̃ در محاسبات

متناوب توابع̮ ͳ΋کلاسی نظریه�ی در که م�ͳسازیم�، [کنش]‐زاویه مختصاتِ پایه�ی بر را خود ̥ͳبررس که است

در مثال، برای باشد: معقول�تر دیΎر مختصاتِ از استفاده است مم΋ن مواق΄ ͳبعض مسلماً، هستند. زمان از

در هایزنبرگ م�ͳشود. زمان از ͳخط ͳتابع که م�ͳکنیم، ͳمعرف را φ چرخش̥ زاویه�ی چرخان جسم̮ Έی موردِ

در رفته به�کار ره�یافتِ آیا که نیست معلوم اما، کرد، عمل ترتیب این به هم چرخان جسم̮ برای خود ̥ͳبررس

نه. یا کرد توجیه سازگار ̥ͳکوانتوم Έانی΋م Έی دیدگاه̃ از م�ͳتوان را آن�جا

زیرکانه� ͳملاحظات با او که است، ͳکوانتوم نظریه�ی مقادیرِ ضرب قانونِ هایزنبرگ بحثِ ̥ͳریاض پایه�ی

این پایه�ی بر م�ͳدهیم، ارائه این�جا در ما که او، فرمالیسم̮ پیشبردِ آورد. دست به تطابق بحث�های به مربوط

̥ͳمربع آرایه�ی .ͳماتریس ضربِ معروفِ ̥ͳریاض قانونِ جز نیست چیزی ضرب قانونِ این که است واقعیت

ͳنمایش م�ͳشود، ماتریسظاهر نام̮ با بعدی بخش̥ ابتدای در که پیوسته)، یا گسسته شاخص�های (با ͳنامتناه

روش̥ نتیجه در است. شده داده زمان از ͳتابع صورتِ به ͳ΋کلاسی نظریه�ی در که است ͳ΋فیزی کمیتِ از

ͳماتریس تحلیل از استفاده با عادی، عددیِ تحلیل̥ جای به جدید، ̥ͳکوانتوم ِΈانی΋م در ͳاصل حل̥ راه̃ ̥ͳریاض

م�ͳشود. مشخص

حل را Έترودینامی΋ال و Έانی΋م در مسائل ساده�ترین از ͳبعض کرده�ایم تلاش روش، این از استفاده با

کل�ͳترین برای ͳحرکت معادلاتِ به است، آمده دست به تطابق اصل ملاحظاتِ از که ،ͳوردش یΈاصل̥ کنیم.

̥ͳکوانتوم شرط̃ دارند. ͳ΋کلاسی ͳکانون معادلاتِ با را شباهت بیشترین که م�ͳشود منجر ͳهامیلتون تابع̮

نمادگذاریِ Έی از که م�ͳدهد اجازه ما به م�ͳشود، ͳناش حرکت معادلاتِ از که ͳروابط از ͳ΋ی با هم�بسته

بوهر بسامدِ رابطه�ی و انرژی ̥ͳپایستگ اصل̥ ̥ͳکل ̥ͳدرست م�ͳتوان آن، ِΈکم به کنیم. استفاده ساده ̥ͳماتریس
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مثال�های برای ͳحت را اثبات این نم�ͳتوانست او کرد: اثبات شد، زده هایزنبرگحدس توسط̃ که ͳل΋ش به را

برم�ͳگردیم مثال�ها این از ͳ΋ی به بیشتر جزئیاتِ با بعداً ما دهد. انجام ͳتمام به کرد، ͳبررس که ساده�ای

نشان نهایت در بیابیم. زیربنایی دارند، جدید نظریه�ی در ͳجزئ ارتعاشاتِ فازهای که ͳسهم یافتن̥ برای تا

شده ارائه فرض̥ این و کرد وارد ͳراحت به م�ͳتوان را خلاء در ͳترومغناطیس΋ال میدانِ ̥ͳاصل قوانین که م�ͳدهیم

Έی ̥ͳ΋تری΋ال گشتاورِ نماینده�ی که ͳماتریس عنصرِ هر قدرمطلق�ِ مربع̮ که م�ͳکنیم ثابت را هایزنبرگ توسط̃

است. گذار احتمالِ برای سنجه�ای است، اتم

ͳماتریس محاسبه�ی .I فصل̥

با را آن�ها که م�ͳگیریم١، نظر در را ͳمربع ̥ͳنامتناه ماتریس�های توابع. .ͳمقدمات عمل�های .1§
شوند، تشخیصداده شده�اند، داده نشان ساده حروفِ با که ͳمعمول کمیت�های از تا داده�ایم نشان سیاه حروفِ

a =
(
a(nm)

)
=



a(00) a(01) a(02) · · ·

a(10) a(11) a(12) · · ·

a(20) a(21) a(22) · · ·

. . . . . . . . .


.

م�ͳشود: تعریف آن�ها متناظرِ مؤلفه�های تساویِ صورتِ به ماتریس دو تساویِ

a = b ͳیعن a(nm) = b(nm). (1)

م�ͳشود: تعریف متناظر مؤلفه�های جم΄̮ صورتِ به ͳماتریس جم΄̮

a = b + c ͳیعن a(nm) = b(nm) + c(nm). (2)

در مثال برای م�ͳتوان، را ͳماتریس جبرِ از بیشتر ١جزئیاتِ

M. Bôcher, Einführung in die höhere Algebra, (translated from English by Hans Beck); Leipzig,

Teubner, 1910, §22-25;

و

R. Courant, D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik I, Berlin, Springer, 1924, Chapter 1

دید.
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تعریف هستیم، آشنا آن با دترمینان�ها نظریه�ی از که ستون�ها‘، در ضرب� ’سطرها قانونِ با ͳماتریس ضربِ

م�ͳشود:

a = b c ͳیعن a(nm) =

∞∑
k=0

b(nk) c(km). (3)

ͳپخش قاعده�ی و ضرب برای شرکت�پذیری قاعده�ی م�ͳشوند. تعریف ضرب تکرارِ صورتِ به توان�ها

م�ͳرود: کار به مرکب ضربِ و جم΄ برای

(a b)c = a (bc); (4)

a(b+c) = a b + a c. (5)

.ab = ba دهیم قرار که نیست درست ͳکل حالتِ در نیست: برقرار ضرب برای جابه�جایی قانونِ اما،

صورتِ به که ی΋ّه ماتریس̥ م�ͳشوند. جابه�جا م�ͳگوییم کنند، صدق رابطه این در b و a اگر

1 = (δnm),

 δnm = 0 برای n ̸= m

δnn = 1

که است چنان م�ͳشود، تعریف

a1 = 1 a = a. (6a)

١ با ،a−1 ͳیعن ،a وارون ماتریس̥

a−1a = aa−1 = 1 (7)

a عناصرِ با قطریش عناصرِ که م�ͳکنیم ͳمعرف را ͳماتریس a ماتریس̥ میان�گینِ مقدارِ برای م�ͳشود. تعریف

هستند: صفر دیΎرش عناصرِ همه�ی که ͳحال در باشد ی�Έسان

ā =
(
δnma(nn)

)
. (8)

دترمینانِ که آن بر مشروط م�ͳشود، تعریف ی΋تا طورِ به رابطه�ی(7) با a−1 ͳمتناه ̥ͳمربع ماتریس�های برای م�ͳدانیم، که طور ١همان

ندارد. وجود a برای ͳوارون ماتریس̥ هیچ A = 0 اگر باشد. ناصفر ،A آن،
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ͳیعن م�ͳنویسیم، D(a) صورتِ به و م�ͳنامیم a ماتریس̥ قطریِ جم΄̮ را قطری عناصرِ این جم΄̮

D(a) =
∑
n

a(nn). (9)

باشد، ͳمتناه y = x1x2 · · · xm حاصل�ضربِ قطریِ جم΄̮ اگر که کرد ثابت م�ͳتوان ͳسادگ به (3) از

نم�ͳشود: عوض ضرایب چرخه�ایِ بازآرایی̥ تحتِ

D(x1x2 · · · xm) = D(xrxr+1 · · · xmx1x2 · · · xr−1). (10)

کنیم. اثبات ماتریس دو ضربِ برایِ فقط را قاعده این اعتبارِ است ͳکاف وضوح، به

آن�گاه باشند، t پارامترِ از ͳتوابع b و a ماتریس�های عناصرِ اگر

d

dt

∑
k

a(nk) b(km) =
∑
k

{ȧ(nk) b(km) + a(nk) ḃ(km)},

:(3) تعریفِ از یا

d

dt
(a b) = ȧ b + a ḃ. (11)

به (11) م΋ررِ کاربردِ

d

dt
(x1x2 · · · xn) = ẋ1x2 · · · xn + x1ẋ2 · · · xn + · · ·+ x1x2 · · · ẋn (11′)

م�ͳشود. منجر

نوع، این از تابع کل�ͳترین شروع، برای کنیم. ͳمعرف را ͳماتریس توابع م�ͳتوانیم (3) و (2) تعاریفِ از

از ͳنامتناه یا ͳمتناه تعدادِ جم΄̮ صورتِ به را آن بتوان که م�ͳگیریم، درنظر ͳتابع را f(x1, x2, · · · xm)

داد. نشان عددی ضرایبِ در xk جملاتِ توان�های ضرب�های حاصل̥

معادلاتِ با

f1(y1, ... yn; x1, ... xn) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(y1, ... yn; x1, ... xn) = 0

 (12)

١٣
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معادله�ی در که بالا، ش΋ل̥ به yl توابع̮ یافتن̥ برای ،ͳیعن کنیم؛ تعریف هم را yl(x1, · · · xn) توابع̮ م�ͳتوانیم

از فزاینده توان�های با ضرب�های حاصل̥ از دنباله Έی ش΋ل̥ به را yl که است لازم تنها کنند، صدق (12)

مجهولات تعدادِ به همواره که دید م�ͳتوان آوریم. دست به (12) در جای�گذاری با را ضرایب و داده قرار xk

از استفاده با را آن�ها که است ͳوقت از بیشتر مجهول�ها و معادلات تعدادِ طبیعتاً، م�ͳآید. دست به معادله

Έی هر در م�ͳآوریم. دست به جابه�جایی ضربِ کردنِ وارد با تحلیل عادیِ الΎوی در نامعین ضرایبِ روش̥

̥ͳجمع جمله�ی Έی تنها نه مشابه، جملاتِ گذاردنِ هم کنارِ و yl برای دنباله جاگذاریِ با ،(12) معادلاتِ از

فقط نه ،ͳیعن) C ′′ و C ′ دوی هر باید بنابراین و م�ͳکنیم پیدا هم C ′′x2x1 جمله�ی Έی بل΋ه C ′x1x2

جمله�ی دو ،yl هر بسط̃ در که است شده مم΋ن خاطر بدان این اما، دهیم. قرار صفر برابرِ را (C ′ + C ′′

م�ͳشود. ظاهر مم΋ن ضریبِ دو با ،x1x2 و x2x1

که را، ͳماتریس تابع̮ Έی از مشتق�گیری فرایندِ دقت به باید مرحله این در نمادی. مشتق�گیریِ .2 §
از تنها فرایند این که کرد توجه باید ابتدا از کنیم. ͳبررس م�ͳشود، گرفته کار به محاسبات در مرتباً بعداً

قوانین̥ دیΎر جا این مثال، برای بود. خواهد رایج آنالیز در مشتق�گیری فرایندِ به شبیه ͳکم بسیار جنبه�های

همه�ی اگر تنها نیست. برقرار ͳکل حالتِ در دیΎر، تابع̮ Έی از ͳتابع یا ضرب حاصل̥ Έی از مشتق�گیری

به مشتق�گیری این برای را رایج آنالیز قوانین̥ همه�ی م�ͳتوان شوند، جا به جا ی�ΈدیΎر با حاضر ماتریس�هایِ

برد. کار

کنید فرض

y =

s∏
m=1

xlm = xl1xl2 · · · xls . (13)

م�ͳکنیم: تعریف

∂y
∂xk

=

β∑
r=1

δlrk

s∏
m=r+1

xlm
m=r−1∏
m=1

xlm ,

 δjk = 0 برای j ̸= k و

δkk = 1.
(14)

صورتِ به را عامل�ها همه�ی شده، داده حاصل�ضربِ در داد: توضیح صورت این به م�ͳتوان را قانون این

را xk عامل̥ هر ترتیب به بعد x1x1x1x2x2)؛ ش΋ل̥ به بل΋ه ،x31x22 ش΋ل̥ به نه (مثلا̈ م�ͳگیریم نظر در مجزا

عبارات این همه�ی جم΄̮ م�ͳکنیم. ضرب آن از پیش دنباله�ی در چپ از را آن از پس دنباله�ی و برم�ͳداریم

است. xk این به نسبت ضرب حاصل̥ دیفرانسیل̥ ضریبِ

م�ͳدهیم: نشان مثال چند با را فرایند این

١۴



i
i #١۵ — ١۵ page — ١١:٠٢ — ٢٠١١/٢/١٢ — “G٢۴-v٠”

i
i

i
i

i
i

y = xn, dy
dx = nxn−1

y = xn1xn2 ,
∂y
∂x1

= xn−1
1 xm2 + xn−2

1 xm2 x1 + · · ·+ xm2 xn−1
1 ,

y = x21x2x1x3,
∂y
∂x1

= x1x2x1x3 + x2x1x3x1 + x3x21x2.

که شود تصریح این، بر علاوه اگر

∂(y1 + y2)
∂xk

=
∂y1
∂xk

+
∂y2
∂xk

, (15)

است. شده تعریف y ̥ͳتحلیل توابع̮ کل�ͳترین برای ∂y/∂x مشتق̥ آن�گاه

رابطه�ی ،(9) قطریِ جم΄̮ تعریفِ با همراه بالا، تعاریفِ با

∂D(y)
∂xk(nm)

=
∂y
∂xk

(mn) (16)

م�ͳتوان هم�چنین را رابطه این است. ∂y/∂xk ماتریس̥ از mn مؤلفه�ی آن راستِ سمتِ که م�ͳشود نتیجه

به را y تابع̮ است ͳکاف ،(16) اثباتِ برای که است ΀واض برد. کار به ∂y/∂xk مشتق�گیریِ تعریفِ برای

رابطه�ی (3) و (14) از بΎیریم. نظر در (13) ش΋ل̥

∂y
∂xk

(mn) =
s∑
r=1

δlrk
∑
r

s∏
p=r+1

xlp(τpτp+1)
r−1∏
p=1

xlp(τpτp+1);

τr+1 = m, τs+1 = τ1, τr = n

(17)

داریم: (9) و (3) از دیΎر، سوی از م�ͳشود. نتیجه

∂D(y)
∂xk(mn)

=
s∑
r=1

δlrk
∑
r

r−1∏
p=1

xlp(τpτp+1)
s∏

p=r+1

xlp(τpτp+1);

τ1 = τs+1, τr = n, τr+1 = m

(17′)

م�ͳشود. منجر (16) به (17′) و (17) مقایسه�ی

به (14) تعریفِ از را آن م�ͳتوان و م�ͳشود معلوم بعداً آن اهمیتِ که برم�ͳگزینیم را ͳواقعیت جا این در

به هستند. ناوردا ضرب عوامل̥ چرخه�ایِ جای�گشتِ به نسبت ضرب حاصل̥ Έی ̥ͳجزئ مشتقاتِ آورد: دست

دریافت. م�ͳتوان هم (10) از را این (16) خاطرِ

١۵
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تخصیصم�ͳدهیم. ،g(pq) متغیره دو توابع̮ به ͳاضاف توضیح̮ چند ،ͳمقدمات بخش̥ این بردنِ پایان به برای

برای

y = psqr (18)

که م�ͳگیریم نتیجه (14) از

∂y
∂p =

s−1∑
l=1

ps−1−lqrpl, ∂y
∂q =

r−1∑
j=1

qr−1−jpsqj (18′)

جملاتِ از ͳخط مجموع̮ Έی با §1 طبق̥ باید شود گرفته نظر در باید که ی g(pq) تابع̮ کل�ͳترین

z =
k∏
j=1

(psj qrj ) (19)

̥ͳخلاصه�نویس با شود. داد نشان

Pl =
k∏

j=l+1

(psj qrj )
l−1∏
j=1

(psj qrj ), (20)

صورتِ به را مشتقات م�ͳتوان

∂z
∂p =

k∑
l=1

sl−1∑
m=0

psl−1−mqrl Plpm,

∂z
∂q =

k∑
l=1

rl−1∑
m=0

qrl−1−mPlpsl qm.

 (21)

ماتریس�های م�ͳگیریم. مهم نتیجه�ی Έی معادلات این از نوشت.

d1 = q ∂z
∂q − ∂z

∂qq, d2 = p ∂z
∂p − ∂z

∂pp (22)

داریم (21) از م�ͳگیریم. نظر در را

d1 =

k∑
l=1

(qrl Plpsl − Plpsl qrl ),

d2 =
k∑
l=1

(psl qrl Pl − qrl Plpsl ).

١۶
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که م�ͳگیریم� نتیجه بنابراین و

d1 + d2 =
k∑
l=1

(psl qrl Pl − Plpsl qrl ).

ͳکل جم΄̮ آخرِ و اول جمله�ی و م�ͳکند، حذف را بعدی جمله�ی اولِ عضوِ جمله هر دوم̮ عضوِ این�جا در

که طوری به م�ͳکنند، حذف را هم�دیΎر نیز

d1 + d2 = 0. (23)

برای واق΄ در بل΋ه ، (19) ش΋ل̥ به z عبارت�های برای تنها نه رابطه این ،z بودنِ ͳخط ̥ͳویژگ دلیل̥ به

.١ است برقرار هم g(pq) دل�خواه̃ ̥ͳتحلیل توابع̮

̥ͳماتریس معادله�ی هر م�ͳکنیم: ثابت را زیر قانونِ ،ͳماتریس تحلیل̥ از خلاصه ̥ͳبررس این پایانِ در

F(x1, x2 · · · xr) = 0

کماکان شود اعمال ستون�ها و سطرها همه�ی برای جای�گشت� Έی همان و Έی xj ماتریس�های تمام̮ در اگر

تبدیل b′ و a′ به بعداً که b و a ماتریس̥ دو برای که دهیم نشان است ͳکاف منظور، این به است. معتبر

است: برقرار زیر ناوردایی̥ شرایط̃ م�ͳشوند،

a′ + b′ = (a + b)′, a′b′ = (ab)′,

a+b روی تبدیل این اعمالِ از ترتیب به که م�ͳدهد نشان را ماتریس�هایی ،Έی هر راستِ سمتِ جملاتِ که

شده�اند. ایجاد ab و

جای�گشت عمل̥ جای�گزین̥ را مناسب ماتریس Έی ضربِ که م�ͳکنیم شروع صورت این به را اثبات این

.٢ م�ͳکنیم

داریم ،r متغیرهای از ͳتوابع برای کل�ͳتر، طورِ ١به

∑
r

(
xr

∂g

∂xr
−

∂g

∂xr
xr

)
= 0

ماتریس�ها کل�ͳترِ تبدیلاتِ از مهم یΈدسته�ی با جای�گشت�ها ِΈنزدی ارتباط̃ که دارد را مزیت این این�جا در اتخاذ�شده اثباتِ ٢روش̥

هم�چنین تساوی، تعاریفِ در که کنیم توجه اگر کرد اثبات م�ͳتوان هم مستقیم طورِ به را سوال موردِ قانونِ ̥ͳدرست اما م�ͳدهد. نشان را

نشد. ستون�ها و سطرها بین̥ ترتیب روابط̃ از استفاده�ای هیچ ماتریس�ها، ضربِ و جم΄

١٧
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ش΋ل̥ به را جای�گشت

 0 1 2 3 · · ·

k0 k1 k2 k3 · · ·

 =

 n

kn


جای�گشت، ماتریس̥ Έی آن به و م�ͳنویسیم

p =
(
p(nm)

)
, p(nm) =

 1 ͳوقت m = kn

0 صورت این غیرِ در

از است عبارت p تبدیل�یافته�ی ماتریس̥ م�ͳدهیم. نسبت

p̃ =
(
p̃(nm)

)
, p̃(nm) =

 1 ͳوقت n = km

0 صورت این غیرِ در

داریم هم، در دو این ضربِ با

p p̃ =
(∑

k

p(nk) p̃(km)
)
= (δnm) = 1

ͳوقت ،ͳیعن ،k = kn = km که هستند صفر غیرِ هم�زمان ͳوقت تنها p̃(km) و p(nk) عامل̥ دو زیرا

است: p وارونِ p̃ بنابراین .n = m

p̃ = p−1.

آن�گاه باشد، داده�شده ماتریس Έی a اگر اکنون

pa =
(∑

k

p(nk) a(km)
)
=
(
a(kn,m)

)
مشابه طورِ به و م�ͳآید، دست به a سطرهای روی

(
n
kn

)
جای�گشتِ از که است ͳماتریس

ap−1 =
(∑

k

a(nk) p̃(km)
)
=
(
a(n, km)

)
Έی همان و Έی اعمالِ ترتیب، این به م�ͳآید. دست به a ستون�های جای�گشتِ از که است ͳماتریس

ماتریس̥ به a ستون�های و سطرها روی جای�گشت
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a′ = pap−1

که م�ͳشود نتیجه مستقیماً آن�جا از م�ͳشود. منجر

a′ + b′ = p(a + b)p−1 = (a + b)′,

a′b′ = p a b p−1 = (a b)′,

م�ͳکند. ثابت را ما اولیه�ی ادعای که

عناصرِ رتبه�ی برای ͳمعلوم نظم̮ یا دنباله هیچ نم�ͳتوان هرگز ͳماتریس معادلاتِ از که است ΀واض پس

آورد. دست به ͳماتریس

تحتِ ͳماتریس معادله�ی هر م�ͳگوید که است، برقرار کل�ͳتر ͳخیل قانونِ Έی که است معلوم علاوه، به

ش΋ل̥ به تبدیلاتِ

a′ = bab−1

برای همیشه لزوماً این که دید خواهیم بعداً م�ͳدهد. نشان را دل�خواه ماتریس̥ Έی b آن در که ناورداست،

نیست. درست ͳماتریس دیفرانسیل̥ معادلاتِ

Έدینامی .II فصل̥

که شود، توصیف p تکانه�ی و q فضایی̥ مختصه�ی با است قرار ͳ΋دینامی سیستم̮ .ͳاصل قوانین̥ .3 §
ماتریس�های با

q =
(
q(nm)e2πiν(nm)t

)
, p =

(
p(nm)e2πiν(nm)t

)
(24)

توصیف�شده حالاتِ بین̥ انتقال�های به وابسته ͳکوانتوم نظریه�ی بسامدهای ν(nm) جا این م�ͳشوند. داده نشان

هر ماتریس، ترانهاده�شدنِ با ،ͳیعن باشند، ͳهرمیت باید (24) ماتریس�های mهستند. و n ̥ͳکوانتوم اعدادِ با

این به باشد. برقرار ͳحقیق tهای همه�ی برای باید که ͳشرط شود، تبدیل مختلطش مزدوج̮ مقدارِ به عنصر

داریم ترتیب

q(nm) q(mn) = |q(nm)|2 (25)
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و

ν(nm) = −ν(mn). (26)

است. n� m انتقال�های ١ احتمال� از معیاری (25) عبارتِ آن�گاه باشد، ͳدکارت مختصه�ی Έی q اگر

به علاوه، به

ν(jk) + ν(kl) + ν(lj) = 0 (27)

که دارند Wnوجود کمیت�های که: کرد توصیف صورت این به م�ͳتوان (26) با همراه را این داریم. نیاز

hν(nm) =Wn −Wm. (28)

ش΋ل̥ به دوباره و همیشه g(pq) تابع̮ که م�ͳشود نتیجه ،(3) و (2) روابط̃ با همراه این، از

g =
(
g(nm)e2πiν(nm)t

)
(29)

(q(nm), p(nm))ماتریس�های برای رفته کار به فرایندِ همان از دقیقاً آن درونِ ِ (g(nm)) ماتریس̥ و درم�ͳآید

(24) نمایش̥ از پس این از دلیل بدین رفت. کار به q و p از g آوردنِ دست به برای قبلا̈ که م�ͳآید دست به

کوتاه�تر نمادگذاریِ نف΄̮ به

q =
(
q(nm)

)
, p =

(
p(nm)

)
(30)

م�ͳکنیم. ͳچشم�پوش

ماتریس̥ ،(29) یا (24) یادآوریِ با ،g = (g(nm)) ماتریس̥ ̥ͳزمان مشتق̥ برای

ġ = 2πi
(
ν(nm)g(nm)

)
(31)

م�ͳآوریم. دست به را

وقت آن� کنیم، فرض م��ͳخواهیم که است ͳوضعیت که ، ν(nm) ̸= 0 باشیم داشته ،n ̸= m ͳوقت اگر

است. g(nm) = δnmg(nn) با قطری ماتریس̥ Έی g که م�ͳدهد نشان ġ = 0 رابطه�ی

ببینید. را 8 § مورد این ١در
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ستون�های و سطرها به ͳسان΋ی جای�گشتِ آن در که فرایندی به نسبت ġ = a ̥ͳماتریس دیفرانسیل̥ معادله

قطریِ ماتریس̥ موضوع، این درکِ برای ناورداست. م�ͳشود، Wnاعمال اعدادِ نیز و ماتریس�ها همه�ی

W = (δnmWn)

صورت این در بΎیرید. نظر در را

W g =
(∑

k

δnkWng(km)
)
=
(
Wng(nm)

)
,

g W =
(∑

k

g(nk)δkmWk

)
=
(
Wmg(nm)

)
,

،(31) طبق̥ ،ͳیعن

ġ =
2πi

h

(
(Wn −Wm)g(nm)

)
=

2πi

h
(W g − g W).

ͳیعن ،W تبدیل�یافته�ی آن�گاه باشد، جای�گشت ماتریس̥ Έی p اکنون اگر

W′ = p W p−1 = (δnkmWnk
)

داریم بنابراین دارد. قطرش در را جای�گشته ِWn که است قطری ماتریس̥ Έی

p ġ p−1 =
2πi

h
(W′g′ − g′W′) = ġ′,

است. شده ساخته جای�گشته ِWn با (31) قاعده�ی طبق̥ که است g′ ̥ͳزمان مشتق̥ ġ′ و g′ = p g p−1 که

م�ͳشود، اعمال هم ġ برای م�ͳشود، وارد g وستون�های سطرها روی که ͳجای�گشت همان ترتیب این به

است. شده اثبات ما ادعای بنابراین و

نیست درست ͳمشابه قاعده�ی a′ = bab−1 ش΋ل̥ به ͳدل�خواه تبدیلاتِ برای که داشت توجه باید

کامل ̥ͳبررس Έی م�ͳرسد نظر به مش΋ل، این وجودِ با نیست. قطری ماتریس̥ Έی دیΎر W′ این�ها برای زیرا

ما م�ͳآورد: فراهم را نظریه این در نهفته عمیق�ترِ ارتباط�های دیدنِ اجازه�ی زیرا است، لازم تبدیلات این از

.١ برم�ͳگردیم نکته این به بعداً

شود. چاپ بلافاصله است قرار که کار، این ادامه�ی به کنید ١مراجعه
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ش΋ل̥ به ͳهامیلتون تابع̮ موردِ در

H =
1

2m
p2 + U(q)

به باشند، ͳ΋کلاسی نظریه�ی ش΋ل̥ همان به دقیقاً حرکت معادلاتِ م�ͳکنیم فرض هایزنبرگ، همانندِ هم ما

بنویسیم: م�ͳتوانیم 2 § از استفاده با که طوری

q̇ =
∂H
∂p =

1

m
p,

ṗ = −∂H
∂q = −∂U

∂q .


(32)

،H(pq) دل�خواه̃ ̥ͳهامیلتون تابع̮ Έی به متعلق حرکتِ معادلاتِ واض�΀کردنِ برای کل�ͳتر تلاش̥ در اکنون

حل̥ برای مخصوصاً و ͳنسبیت ِΈانی΋م دیدگاه̃ از کار این م�ͳبریم. کار به را تطابق اصل به مربوط ملاحظاتِ

نم�ͳتوان دیΎر را H تابع̮ اخیر، موردِ این در زیرا است. لازم ͳمغناطیس میدان�های تأثیرِ تحت ال΋ترون حرکتِ

ͳتابع دیΎری و تکانه از تنها ͳتابع آن�ها از ͳ΋ی که داد نشان تابع دو جم΄̮ با ͳدکارت مختصاتِ دستگاه در

باشد. م΋ان از تنها

کنش اصل̥ از م�ͳتوان را حرکت معادلاتِ ،ͳ΋کلاسی طورِ به

∫ t1

t0

L dt =

∫ t1

t0

{pq̇ −H(pq)} dt = Extermum (33)

آورد. دست به

ͳکاف قدرِ به t1 − t0 ̥ͳزمان بازه�ی و شده جای�گزین L فوریه�ی بسط̃ (33) در کنیم تصور اگر اکنون

اصل̥ که ͳل΋ش بنابراین دارد. سهم انتگرال در L ثابتِ جمله�ی تنها که درم�ͳیابیم است�، شده اختیار بزرگ

شود: تبدیل زیر صورتِ به ͳکوانتوم ِΈانی΋م در که م��ͳکند پیشنهاد م�ͳکند پیدا کنش

شود: اکسترموم باید D(L) =
∑
k L(kk) قطریِ جم΄̮

D(L) = D
(

pq̇ − H(pq)
)
= Extermum (34)

است. شده داشته نگه ثابت ν(nm) که ͳحال در ،q و p مناسبِ انتخابِ با مثلا̈،

دست به حرکت معادلاتِ ،q و p مؤلفه�های به نسبت D(L) مشتقاتِ کردنِ صفر با ترتیب، این به

م�ͳآیند:
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2πiν(nm) q(nm) =
∂D(H)

∂p(mn)
,

2πiν(mn) p(mn) =
∂D(H)

∂q(mn)
.

̥ͳکانون ش΋ل̥ به م�ͳتوان همواره را حرکت معادلاتِ این که م�ͳشود مشاهده (16) و (31) ،(26) از

q̇ =
∂H
∂p ,

ṗ = −∂H
∂q .


(35)

نوشت.

معادله�ی برد. کار به را کوهن٢ و توماس١ پیشنهادیِ رابطه�ی کوانتش شرط̃ برای هایزنبرگ

J =

∮
p dq =

∫ 1/ν

0

pq̇ dt

،q و p فوریه�ی بسط̃ ̥ͳمعرف با م�ͳتوان، را کوانتوم̮ ‘̥ͳ΋کلاسی’ نظریه�ی به مربوط

p =

∞∑
τ=−∞

pτe
2π i ν τ t, q =

∞∑
τ=−∞

qτe
2π i ν τ t,

صورتِ به

1 = 2πi
∞∑

τ=−∞
τ
∂

∂J
(qτp−τ ) (36)

کرد. تبدیل

معادله�یکلاسی�ͳ΋ای بنابراین و کرد بیان qτ حسبِ بر را pτ م�ͳتوان ،p = mq̇ باشیم داشته این�جا در اگر

کوهن و توماس فرمول�های به شود، تبدیل ͳتفاضل یΈمعادله�ی به تطابق اصل̥ مطابق̥ اگر که آورد دست به را

به مستقیماً را (36) معادله�ی هستیم مجبور کرد، پرهیز p = mq̇ فرض̥ از باید این�جا چون م�ͳشود. منجر

کنیم. تبدیل ͳتفاضل معادله�ی Έی

عبارتِ باید

W. Thomas, Naturwiss. 13, 627, 1925 ١

W. Kuhn, ZS. f. Phys. 33, 408, 1925٢
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∞∑
τ=−∞

τ
∂

∂J
(qτp−τ )

با

1

h

∞∑
τ=−∞

(
q(n+ τ, n)p(n, n+ τ)− q(n, n− τ)p(n− τ, n)

)
برابرِ را، دارند ͳمنف شاخص̥ Έی که هایی q(nm) و p(nm) باید آن راستِ سمتِ در که کند، مطابقت

صورتِ به را (36) به مربوط کوانتش̥ شرط̃ ترتیب بدین گذاشت. صفر

∑
k

(
p(nk)q(kn)− q(nk)p(kn)

)
=

h

2πi
(37)

م�ͳآوریم. دست به

.n مقدارِ هر برای معادله Έی ͳیعن معادله، بی�نهایت شامل̥ است ͳدستگاه این

به این p = mq̇ برای ویژه، به

∑
k

ν(kn)|q(nk)|2 =
h

8π2m

توماس‐کوهن رابطه�ی با یا کوانتش، شرط̃ ̥ͳهایزنبرگ ش΋ل̥ با کرد ثابت م�ͳتوان ͳراحت به که م�ͳشود، منجر

گرفت. نظر در معادله این مناسبِ تعمیم̮ باید را (37) رابطه�ی است. سازگار

باید صورت این غیرِ در زیرا م�ͳشود. ͳنامتناه D(pq)الزاماً قطریِ جم΄̮ که م�ͳشود دیده (37) از ضمناً

D(pq)−D(qp) = ∞ به (37) که ͳحال در باشیم، داشته را D(pq)−D(qp) = 0 رابطه�ی (10) از

.١ نیستند ͳمتناه هرگز نظر موردِ ماتریس�های پس م�ͳشود. منجر

̥ͳاصل قوانین̥ ͳقبل پاراگراف�های محتوای بسامد. قوانین و انرژی ̥ͳپایستگ پیامدها. .4 §
م�ͳخواهیم که را، ͳکوانتوم ِΈانی΋م دیΎرِ قوانین̥ همه�ی برم�ͳگیرد. در ͳتمام به را جدید ̥ͳکوانتوم ِΈانی΋م

و انرژی ̥ͳپایستگ قانونِ ابتدا در . کرد استخراج پایه اصولِ این از بتوان باید بیازماییم، را آن�ها ̥ͳکل ̥ͳدرست

̥ͳپایستگ اصل̥ م�ͳشود. مطرح شوند، اثبات باید که ͳقوانین چنین از مثال�هایی عنوانِ به بوهر، بسامدِ شرط̃

هایزنبرگ، مثل̥ است. قطری HیΈماتریس̥ این�که یا ،Ḣ = 0 آن�گاه باشد، انرژی H اگر که م�ͳگوید انرژی

نیستند. هم کرده�اند مطالعه را آن�ها عمدتاً جا این تا ریاض�ͳدان�ها که ’کران�دار‘ ̥ͳنامتناه ماتریس�های از ماتریس�ها این علاوه، ١به
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بوهر بسامدِ شرط�هایِ و م�ͳکنیم تعبیر سیستم مختلفِ حالت�های انرژی�های را H(nn)ها ،H قطریِ عناصرِ

که م�ͳکند ایجاب

hν(nm) = H(nn)−H(mm).

یا

Wn = H(nn) .ثابت+

کمیتِ

d = p q − q p

که م�ͳیابیم در (35) و (11) از م�ͳگیریم. نظر در را

ḋ = ṗq + pq̇ − q̇p − qṗ

= q ∂H
∂q − ∂H

∂q q + p ∂H
∂p − ∂H

∂p p

d قطریِ عناصرِ اما است. قطری ماتریس̥ Έی d و ḋ = 0 که م�ͳگیریم نتیجه (23) و (22) از بنابراین

به شد تعریف (6) در که 1 ماتریس̥ ̥ͳمعرف با خلاصه�، طورِ به م�ͳشوند. تعیین (27) ̥ͳکوانتوم شرط̃ با تنها

pq − qp =
h

2πi
1 (38)

م�ͳگذاریم. پایه آن مبنای بر را دیΎر نتایج�ِ همه�ی و م�ͳنامیم قوی�تر‘ کوانتش̥ ’شرط̃ را معادله�ی(38) م�ͳرسیم.

هم�زمان و q با p اگر وقت آن� آید، دست به (38) از (A) معادله�ی اگر که: درم�ͳیابیم معادله این ش΋ل̥ از

معادله�ی دو از ͳ΋ی است ͳکاف تنها مثال برای دلیل، بدین ماند. خواهد معتبر (A) شود، تعویض −h با h

کرد، استخراج (38) از را زیر

pnq = qpn + n
h

2πi
pn−1, (39)
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qnp = pqn − n
h

2πi
qn−1, (39′)

است. ͳشدن استقراء با ͳسادگ به که

موردِ برای ابتدا شد، بیان بالا در که را، بسامد قانونِ و انرژی ̥ͳپایستگ اکنون

H = H1(p) + H2(q)

بسط�های با را H2(q) و H1(p) صوری طورِ به م�ͳتوان که م�ͳشود نتیجه ،1 § عباراتِ از م�ͳکنیم. اثبات

̥ͳتوان

H1 =
∑
s

asps, H2 =
∑
s

bsqs

که م�ͳدهند نشان (39′) و (39) فرمول�های کرد. عوض

Hq − qH =
h

2πi

∂H
∂p ,

Hp − pH = − h

2πi

∂H
∂q .


(40)

به (35) حرکتِ معادلاتِ با مقایسه

q̇ =
2πi

h
(Hq − qH),

ṗ =
2πi

h
(Hp − pH).

 (41)

داشت خواهیم دهیم، نشان |Hg | با را Hg − gH ماتریس̥ ،ͳخلاصه�نویس برای اگر م�ͳشود. منجر

∣∣∣∣∣Hab

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣Ha
∣∣∣∣∣ b + a

∣∣∣∣∣Hb
∣∣∣∣∣; (42)

که گرفت نتیجه م�ͳتوان g = g(pq) برای ͳکل طورِ به آن از که

ġ =
2πi

h

∣∣∣∣∣Hg
∣∣∣∣∣ = 2πi

h
(Hg − gH). (43)
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از استفاده با که ،q̇ و ṗ از و ،q و p از است ͳتابع که کنیم تصور را ġ است ͳکاف نتیجه این اثباتِ برای

|Hq | و |Hp | و q و p از ͳتابع صورتِ به (42) از استفاده با که ،|Hg | از و م�ͳآیند، دست به (11′) و (11)

دست به ،g = H دهیم قرار (43) در اگر ویژه، به ببریم. کار به را (41) آن دنبالِ به و م�ͳشود، محاسبه

که م�ͳآوریم

Ḣ = 0. (44)

است، قطری H ماتریس̥ که دریافته�ایم و کرده�ایم ͳبررس را انرژی ̥ͳپایستگ قانون ̥ͳدرست که اکنون

ش΋ل̥ به را (41) معادله�ی م�ͳتوان

hν(nm) q(nm) =
(
H(nn)−H(mm)

)
q(nm),

hν(nm) p(nm) =
(
H(nn)−H(mm)

)
p(nm),

م�ͳآید. دست به بسامد شرط̃ آن از که درآورد،

در که دید ͳسادگ به م�ͳتوان بΎیریم، نظر در را H∗ = H∗(pq) کل�ͳترِ ̥ͳهامیلتون توابع̮ اگر اکنون

اما م�ͳدهند). نشان را این ͳسادگ به H∗ = p2q مثل̥ (مثال�هایی نم�ͳشود صفر Ḣ∗
دیΎر ͳکل حالتِ

Ḣ و شده منجر H∗ حرکتِ معادلاتِ همان به H = 1
2 (p2q + qp2) ̥ͳهامیلتون تابع̮ که م�ͳشود مشاهده

هر به کنیم: بیان صورتِ این به را بسامد قانونِ و انرژی ̥ͳپایستگ م�ͳتوانیم نتیجه در م�ͳشود. صفر دوباره

به H و H∗ �ͳهامیلتون عنوانِ به که طوری داد نسبت H = H(pq) تابع̮ Έی م�ͳتوان H∗ = H∗(pq) تابع̮

گذشتِ با که دارد را انرژی Έی نقش̥ H حرکت معادلاتِ این برای و شوند منجر ͳسان�Έی حرکتِ معادلاتِ

م�ͳکند. ارضا را بسامد شرط̃ و است ثابت زمان

نه شود، تعیین باید که H تابع̮ که دهیم نشان است ͳکاف بالا، در گفته�شده ملاحظاتِ گرفتن̥ نظر در با

شرایط̃ در تنها

∂H
∂p =

∂H∗

∂p ,
∂H
∂q =

∂H∗

∂q , (45)

صوری طورِ به H∗ ماتریس̥ ، § 1 از م�ͳکند. برآورده هم را (40) معادلاتِ آن بر علاوه بل΋ه م�ͳکند، صدق

(40) معادلاتِ بودنِ ͳخط خاطرِ به م�ͳشود. داده نمایش q و p توان�های ضرب�های حاصل̥ جم΄̮ ش΋ل̥ به

H∗ ̥ͳجمع جمله�ی تک هر همتای که را H متناسبِ ̥ͳجمع جمله�ی باید فقط ،H∗ و H به نسبت (45) و

موردِ که است لازم تنها پس کنیم. تعیین است،
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H∗ =

k∏
j=1

(psj qrj ) (46)

حاصل̥ آن از ͳخط ترکیبِ Έی صورتِ به را H اگر که م�ͳشود معلوم 2 § تذکراتِ از کنیم. ͳبررس را

م�ͳتوان م�ͳآیند، دست به H∗ از ضرب، عوامل̥ چرخه�ایِ تعویض̥ با که، نوشت q و p ̥ͳتوان ضرب�های

ضرایب این که سوال این به ΁پاس شود. واحد برابرِ باید ضرایب جم΄̮ این�جا کرد؛ ارضا را (45) معادلاتِ

باشد ͳکاف مرحله این در شاید است. ساده کم�تر شوند، برآورده هم (40) معادلاتِ که شوند انتخاب چΎونه

ͳیعن ،k = 1 موردِ که

H∗ = psqr (47)

کنیم. تعیین را

به م�ͳتوان را (39) فرمولِ

pmqn − qnpm = m
h

2πi

n−1∑
l=0

qn−1−lpm−1ql (48)

١ داد. تعمیم

دلیل̥ به که م�ͳشود ͳناش واقعیت این از (48) ͳکل حالتِ در م�ͳشود؛ (39) به تبدیل این n = 1 برای

داریم (39)

pmqn+1 − qn+1pm = (pmqn − qnpm)q +m
h

2πi
qnpm+1.

جدیدِ فرمولِ

روابط̃ با متفاوت تعمیم̮ Έ١ی

pmqn =

m,n∑
j=0

j!

m

j

n

j

( h

2πi

)j
qn−jpm−j ,

qnpm =

m,n∑
j=0

j!

m

j

n

j

(
−

h

2πi

)j
pm−jqn−j ,

م�ͳگیرد. را n و m کم�ترین̥ تا j که م�ͳشود انجام
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pmqn − qnpm = n
h

2πi

m−1∑
j=0

pm−1−jqn−1pj (48′)

م�ͳآید. دست به h علامتِ تغییرِ و q با p جابه�جایی̥ از

به (48) با مقایسه�

1

s+ 1

s∑
l=0

ps−lqrpl = 1

r + 1

r∑
j=0

qr−jqspj (49)

م�ͳشود. ͳمنته

از: است عبارت (47) در H∗ به مربوط H ماتریس̥ که: م�ͳکنیم ادعا اکنون

H =
1

s+ 1

s∑
l=0

ps−lqrpl. (50)

م�ͳکنیم. یادآوری 2 § از را (18′) مشتقاتِ منظور این به که کنیم، ثابت را (40) معادلاتِ است لازم تنها

رابطه�ی ،(50) از اکنون

Hp − pH =
1

s+ 1
(qrps+1 − ps+1qr),

است. ی�Έسان (40) ̥ͳپایین معادله�ی با این (48) طبق̥ و م�ͳآوریم دست به را

رابطه�ی (49) از استفاده با علاوه، به

Hq − qH =
1

r + 1
(psqr+1 − qr+1ps),

م�ͳکند. کامل را ادعا اثباتِ این است. ی�Έسان (40) بالایی̥ معادله�ی با این (48′) طبق̥ و م�ͳیابیم را

است، معلوم ͳکانون معادلاتِ از مستقیماً� (Ḣ = 0) انرژی ̥ͳپایستگ Έکلاسی ِΈانی΋م در که ͳحال در

است. مخف�ͳتر ،Ḣ = 0 ،ͳکوانتوم ِΈانی΋م در انرژی ̥ͳپایستگ اصل̥ همین م�ͳشود، دیده که طور همان

دید ش΋ل این به م�ͳتوان نیست، ͳبدیه اصلا̈ کردیم فرض که ͳاصل�هائ از انرژی ̥ͳپایسته�گ اثباتِ این�که

برای کنیم. ثابت Ḣ محاسبه�ی با را H ثابت�بودنِ کنیم ͳسع ،Έکلاسی اثباتِ روش̥ به شدن نزدی�Έتر با که،

جا آن از و بنویسیم، q̇ و ṗ و q و p از ͳتابع صورتِ به (11′) و (11) ِΈکم با را Ḣ باید اول کار این

استفاده با م�ͳآید. دست به q و p از ͳتابع صورتِ به Ḣ کنیم. جای�گزین را ∂H/∂p و −∂H/∂q مقادیرِ

بودند، شده نتیجه (38) از و آمدند، (48) معادله�ی به مربوط ̥ͳپاورق در که فرمول�هایی یا (38) معادله�ی از
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که کنیم ثابت باید و کرد، تبدیل apsqr نوع̮ از ͳجمله�هائ حسبِ بر ͳعبارت به را (Ḣ) تابع این م�ͳتوان

خطوط̃ در بالا در که گونه�ای به حالت، کل�ͳترین برای محاسبه این م�ͳشود. صفر جمله�ها همه�ی در a ضریبِ

̥ͳپایستگ حال این با که واقعیت این م�ͳرسد. نامم΋ن نظر به که ١ م�ͳشود پیچیده قدری به آمد، ͳمختلف

ایجاد قوی زمینه�های که م�ͳرسد نظر به کرد، ثابت کل�ͳای متن̥ چنان در م�ͳتوان را بسامد قانونِ و انرژی

م�ͳشود. شامل ͳدرست به را ͳ΋فیزی جاافتاده�ی عمیقاً قوانین̥ نظریه این که باشیم امیدوار تا م�ͳکند

که: این است، استخراج قابل̥ بخش این روابط̃ از ͳسادگ به که م�ͳافزاییم این�جا در را نتیجه�ای پایان، در

در که است)؛ انرژی نماینده�ی که H (با کرد جای�گزین (44) و (38) با م�ͳتوان را (37) ،(35) معادلاتِ

آیند. دست به بسامد شرط̃ از باید بسامدها آن نتیجه�ی

م�ͳکنیم. ͳبررس را م�ͳشوند ͳناش نظریه این از که ͳمهم کاربردهای مقاله، این ادامه�ی در

ناهماهنگ. نوسان�گرِ ̥ͳبررس .III فصل̥

برایش که ناهماهنگ، نوسان�گرِ

H =
1

2
p2 +

ω2
0

2
q2 +

1

3
λq3 (51)

تعیین̥ با را آن ̥ͳبررس این�جا در وجود، این با است. شده ͳبررس تفصیل به هایزنبرگ توسط̃ پیش�تر است،

کامل واقعاً حاضر نظریه�ی ̥ͳاصل معادلاتِ اگر م�ͳکنیم. تکرار مورد این ̥ͳاصل معادلاتِ جوابِ کل�ͳترین

ماتریس�های عناصرِ مطلق�های قدرِ ،|p(nm)| ، |q(nm)| آن�گاه باشد، نداشته بیشتر تکمیل̥ به نیاز و باشد

(51) مثالِ برای موضوع این ̥ͳبررس ترتیب این به و شوند، تعیین ی΋تا طورِ معادلاتبه این توسط̃ باید p و q

روابط̃ در ψnm و φnm فازهای در هنوز که داریم انتظار دیΎر، سوی از م�ͳشود. مهم

q(nm) = |q(nm)|eiφnm ,

p(nm) = |p(nm)|eiψnm

،�ͳخارج ̥ͳتابش میدان�های با کوانتیده اتم�های کنش̥ برهم مثلا̈ آماری، نظریه�ی برایِ باشیم. داشته ͳنایقین

دارد. اهمیتِ ͳنایقین این دقیق̥ میزانِ تعیین̥

داد. انجام بلافاصله (39′) ِΈکم با م�ͳتوان را کار این ،H = (1/2m)p2 + U(q) حالتِ ١برای
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ی λ برای است؛ هماهنگ نوسان�گرِ نظریه�ی ما ̥ͳبررس شروع̮ نقطه�ی هماهنگ. نوسان�گرِ .5 §
هماهنگِ نوسانِ در اختلال Έی صورتِ به شده توصیف (51) معادله�ی با که را ͳحرکت م�ͳتوان ،Έکوچ

انرژیِ با ͳمعمول

H =
1

2
p2 +

ω2
0

2
q2 (52)

به رسیدن برای او کنیم. تکمیل هایزنبرگرا تحلیل̥ که است لازم ساده مسئله�ی این برای ͳحت گرفت. نظر در

ͳ΋کلاسی ش΋ل̥ در چون مثال، برای م�ͳگیرد: کار به را تطابق اصل̥ ملاحظاتِ جواب ش΋ل̥ چون ͳمهم نتایج̮

حالت�های بین̥ گذار تنها که م�ͳکند انتخاب را ͳماتریس هایزنبرگ دارد، وجود هماهنگ مؤلفه�ی Έی تنها

است زیر ش΋ل̥ به بنابراین و م�ͳدهد، نمایش را مجاور

q =



0 q(01) 0 0 0 · · ·

q(10) 0 q(12) 0 0 · · ·

0 q(21) 0 q(23) 0 · · ·

. . . . . .


. (53)

اصل̥ پایه�ی بر ͳ΋کلاسی نظریه�ی از گرفتن Έکم بدونِ خودش، پایه�ی بر را نظریه کل̥ م�ͳکوشیم این�جا در

ͳاصل روابط̃ از تنهایی به را (53) ماتریس̥ ش΋ل̥ م�ͳتوان آیا که م�ͳکنیم تحقیق این�رو، از کنیم. بنا تطابق،

است. نیاز موردِ دیΎری موضوعه�ی اصولِ چه است، نامم΋ن این اگر یا آورد، دست به

دید م�ͳتوان بلافاصله شد، گفته ستون�ها و سطر جای�گشتِ به نسبت ناوردایی موردِ در 3 § در آن�چه از

ستون�ها و سطرها بر اگر زیرا آورد، دست به ͳاصل معادلاتِ از را (53) ماتریس̥ دقیق̥ ش΋ل̥ نم�ͳتوان هرگز که

جوابِ Έی بنابراین و م�ͳمانند ناوردا ͳکوانتوم شرط̃ و ͳکانون معادلاتِ شود، اعمال ͳسان�Έی جای�گشتِ

روش̥ در ͳیعن نمادگذاری، در تنها جواب�ها این همه�ی طبیعتاً اما م�ͳآوریم. دست به متفاوت ظاهراً و جدید

جدیدِ شماره�گذاریِ با تنها م�ͳتوان همیشه کنیم ثابت که هستیم آن پی̥ در ما متفاوتند. عناصر، شماره�گذاریِ

حرکتِ معادله�ی درایه�هایِ آورد. در (53) ش΋ل̥ به را آن جواب، عناصرِ

q̈ + ω2
0q = 0 (54)

چنین�اند:

(
ν2(nm)− ν20

)
q(nm) = 0, (55)
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جا این در که

ω0 = 2πν0, hν(nm) =Wn −Wm.

کوانتش̥ قوی�ترِ شرط̃ از

pq − qp =
h

2πi
1, (56)

مقداری اگر زیرا ، q(nn′) ̸= 0 که طوری باشد داشته وجود n′ Έی باید n هر با متناظر که م�ͳشود نتیجه

pq−qp قطریِ عنصرِ n‐امین آن�گاه شوند، صفر ها q(nn′)همه�ی آن ازای به که باشد داشته وجود n برای

n′ Έی همواره که م�ͳدارد لازم (55) معادله�ی بنابراین م�ͳکند. نقض را کوانتش شرط̃ که شود، صفر باید

که طوری به دارد وجود

|Wn −Wn′ | = hν0.

باشند داشته فرق همیشه انرژی�ها آن�گاه n ̸= m ͳوقت که کرده�ایم فرض پایه�مان اصولِ در چون اما

باشند، داشته وجود م�ͳتوانند n′′ و n′ شاخص�های این از تا دو حداکثر که م�ͳگیریم نتیجه ،(Wn ̸=Wm)

دوی درجه�ی معادله�ی ′′Wnجواب�های ،Wn′ زیرا

(Wn − x)2 = h2ν20

متناظر بسامدهای که م�ͳگیریم تنیجه باشند، داشته وجود n′′ ،n′ شاخص�های این از تا دو واقعاً اگر و هستند؛

باشند: مربوط هم به زیر صورتِ به باید

ν(nn′) = −ν(nn′′). (57)

رابطه�ی (56) از اکنون

∑
k

ν(kn)|q(nk)|2 = ν(n′n){|q(nn′)|2 − |q(nn′′)|2} = h/8π2 (58)

صورتِ به (52) انرژیِ آن پی̥ از و م�ͳآوریم دست به را
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H(nm) = 1
2 4π2

∑
k

{−ν(nk)ν(km) q(nk) q(km) + ν20q(nk) q(km)}

= 2π2
∑
k

q(nk) q(km){ν20 − ν(nk) ν(km)}

داریم: m = n برای ویژه، به بود. خواهد

H(nn) =Wn = 4π2ν20

(
|q(nn′)|2 + |q(nn′′)|2

)
. (59)

دهیم: تمیز هم از را زیر مم΋ن̥ حالتِ سه م�ͳتوانیم اکنون علاوه، به

′Wn؛ > Wn و ندارد وجود ی n′′ هیچ (a

′Wn؛ < Wn و ندارد وجود ی n′′ هیچ (b

دارد. وجود n′′ (c

و (n′)′ شاخص̥ دو حداکثر صورت این در م�ͳگیریم؛ نظر در n جای به را n′ (b حالتِ در اکنون

بنابراین و برم�ͳگردیم (c و (a مواردِ به دوباره پس باشد. n برابرِ باید ͳ΋ی آن�ها، از و دارند وجود (n′)′′

بΎذاریم. کنار را (b بیشترِ ̥ͳبررس م�ͳتوانیم

داریم (58) رابطه�ی از و ν(n′n) = +ν0 (a حالتِ در

ν0|q(nn′)|2 = h/8π2, (60)

رابطه�ی (59) از بنابراین و

Wn = H(nn) = 4π2ν20 |q(nn′)|2 =
1

2
ν0h.

موردِ برایش که دارد وجود n = n0 شاخص̥ Έی حداکثر ،n ̸= m Wnبرای ̸= W فرض̥ خاطرِ به پس

است. صادق (a

کنیم مشخص · · · ،n3 ،n2 ،n1 ،n0 اعدادِ از دنباله Έی م�ͳتوانیم باشد، داشته وجود ی n0 چنین اگر

،k > 0 برای بنابراین .(nk+1)
′′ = nk حتماً آن�گاه .Wk+1 > Wk و (nk)′ = nk+1 که طوری به

م�ͳشود. منجر زیر معادلات به (59) و (58) معادلاتِ

H(nknk) = 4π2ν20{|q(nk, nk+1)|2 + |q(nk, nk−1)|2}, (61)
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1

2
h = 4π2ν0{|q(nk, nk+1)|2 − |q(nk, nk−1)|2}, (62)

که م�ͳشود نتیجه (62) و (60) از

|q(nk, nk+1)|2 =
h

8π2νo
(k + 1) (63)

م�ͳآوریم: دست به را زیر رابطه�ی (61) از آن، از پس و

Wnk
= H(nk, nk) = ν0h(k +

1

2
). (64)

به برایش (a) حالتِ که نباشد n برای مقداری هیچ است مم΋ن آیا که کنیم ͳبررس باید هنوز اکنون،

دو این از Έی هر با و ساخته را n′′0 = n−1 و n′0 = n م�ͳتوانیم دل�خواه، ِn0 Έی از شروع با رود. کار

دنباله Έی ترتیب بدین بنویسیم. را غیره و n′′−1 = n−2 ،n′−1 = n0 و n′′1 = n0 ،n′1 = n2 آخری تا

بین̥ k هر برای (62) ،(61) معادلاتِ و م�ͳآوریم دست به را · · · ،n2 ،n1 ،n0 ،n−1 ،n−2 · · · اعدادِ از

xk = |q(nk+1, nk)|2 کمیت�های (62) با زیرا است، مم΋ن غیرِ این اما هستند. برقرار +∞ و −∞

داشته وجود کم�ترین مقدارِ Έی باید هستند، مثبت چون و م�ͳدهند، تش΋یل را اعداد از هم�فاصله دنباله�ی Έی

‐ برم�ͳگردیم ͳقبل حالتِ به آن از پس و داد نشان n0 با را مربوطه شاخص̥ م�ͳتوان دوباره آن�گاه باشد.

برقرارند. (64) ،(63) روابط̃ هم، جا این بنابراین

شروع با م�ͳتوان این�صورت غیرِ در زیرا بΎنجد، nk اعدادِ درونِ باید n عددِ هر که دید م�ͳتوان علاوه به

هر آغازین̥ جملاتِ پس است. برقرار دوباره (60) رابطه این برای و ساخت، (65) جدیدِ دنباله�ی Έی n از

نیست. مم΋ن که باشند، داشته Wnرا = H(nn) ی�Έسانِ مقدارِ باید دنباله دو

،n1 ،n0 جدیدِ دنباله�ی Έی صورتِ به م�ͳتوان را · · · ،3 ،2 ،1 ،0 شاخص�های که م�ͳکند ثابت این

شاخص�های این با آن�گاه باشند: استفاده قابل̥ (64) ،(63) روابط̃ که طوری به کرد باز�آرایی · · · ،n3 ،n2

م�ͳشود. ظاهر ͳکل جوابِ ‘̥ͳطبیع ’ش΋ل̥ صورتِ به این پس درم�ͳآید. هایزنبرگ (53) ش΋ل̥ به جواب جدید،

خصوصیتِ دارای جواب ،(64) خاطرِ به

Wnk+1
> Wnk

نتیجه حتماً آن�گاه یابد، افزایش n با همواره Wn = H(nn) که بΎذاریم قرار برعکس، اگر، است.

تنها صورت آن در اما م�ͳسازد. را جواب ̥ͳطبیع ش΋ل̥ ی΋تا طورِ به اصل این پس nk؛ = k که م�ͳگیریم
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است. نشده داده جدیدی چیزِ هیچ ͳ΋فیزی لحاظ̃ به م�ͳشوند: شفاف�تر محاسبات و تثبیت نمادگذاری

حالاتِ تعیین̥ برای پذیرفته�شده قبلا̈ ̥ͳ΋نیمه�کلاسی روش�های و روش این بین̥ بزرگِ تفاوتِ است این

مدارهای نتیجه در م�ͳشوند؛ ترکیب هم با پیوسته طورِ به م�ͳشوند، محاسبه ͳ΋کلاسی طورِ به که مدارهایی مانا.

به جدید ِΈانی΋م دارند. خاص ترتیبِ Έی ابتدا همان از م�ͳشوند انتخاب بعدی مرحله�ی در که ͳکوانتوم

ترتیبِ موردِ در ͳسؤال هیچ آن در که م�ͳدهد ارائه ناپیوسته اساساً نظریه�ی Έی صورتِ به را خود ترتیب این

کوانتوم�ͳای اعدادِ موردِ در بل΋ه نم�ͳشود، مطرح� م�ͳکند تعریف ͳ΋فیزی فرآیندِ که کوانتوم�ͳای حالت�های

هر اساس̥ بر را آن�ها م�ͳتوان که نیستند تمیزدهنده شاخص�های از بیش چیزی دیΎر واقعاً که م�ͳشود سؤال

کرد. بهنجار و منظم (Wn انرژیِ افزایش̥ اساس̥ بر (مثلا̈ کاربردی�ای دیدگاه̃

حرکتِ معادلاتِ ناهماهنگ. نوسان�گرِ .6 §

q̈ + ω2
0q + λq2 = 0, (66)

م�ͳشود: منجر درایه�ها برای زیر معادلاتِ دستگاه به کوانتش شرط̃ با همراه

(
ω2
0 − ω2(nm)

)
q(nm) + λ

∑
k

q(nk) q(km) = 0,∑
k

ω(nk) q(nk) q(kn) = −h/4π.
(67)

بسط�های جواب، یافتن̥ برای

ω(nm) = ω0(nm) + λω(1)(nm) + λ2ω(2)(nm) + · · ·

q(nm) = q0(nm) + λq(1)(nm) + λ2q(2)(nm) + · · ·
(68)

م�ͳکنیم. ͳمعرف را

ش΋ل̥ به را (53) جوابِ شد؛ ͳبررس قبل بخش̥ در که داریم را هماهنگ نوسان�گرِ ،λ = 0 ͳوقت

q0(nm) = anδn,m−1 + amδn−1,m (69)

q0 = ماتریس̥ بالاترِ توان�های یا مجذور اگر است. مختلط مزدوج̮ مقدارِ نشان�دهنده�ی خط که م�ͳنویسیم،

جملاتِ مجموع̮ از که م�ͳرسیم، مشابه ش΋ل̥ به ماتریس�هایی به دهیم، تش΋یل را �(q0(nm))

(ξ)(p)nm = ξnδn,m−p + ξmδn−p,m (70)
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کنیم. امتحان را زیر ش΋ل̥ به جوابی که م�ͳدارد آن بر را ما این شده�اند. ساخته

q0(nm) = (a)
(1)
nm,

q(1)(nm) = (x)0nm + (x′)
(2)
nm,

q(2)(nm) = (y)
(1)
nm + (y′)

(3)
nm,

. . . . . . . . . . . . . . ,


(71)

تقریب معادلاتِ در را این اگر واق΄ به ی�ͳ΋درمیان�اند. همواره p شاخص̥ فردِ و زوج مقادیرِ جا این در که

بΎذاریم

λ :



(
ω2
0 − ω0(nm)2

)
q(1)(nm)− 2ω0(nm) ω(1)(nm) q0(nm)

+
∑
k

q0(nk) q0(km) = 0,∑
k

{ω0(nk)
(
q0(nk) q(1)(kn) + q(1)(nk) q0(kn)

)
+ω(1)(nk) q0(nk) q0(kn)} = 0.


(72)

λ2 :



(
ω2
0 − ω0(nm)2

)
q(2)(nm)− 2ω0(nm) ω(1)(nm) q(1)(nm)

−
(
ω(1)(nm)2 + 2ω0(nm) ω(2)(nm)

)
q0(nm)

+
∑
k

(
q0(nk) q(1)(km) + q(1)(nk) q0(km)

)
= 0,∑

k

{ω0(nk)
(
q0(nk) q(2)(km) + q(1)(nk) q(1)(km)

)
+q(2)(nk) q0(km)

)
+ ω(1)(nk) (q0(nk) q(1)(km)

+q(1)(nk) q0(km)
)
+ ω(2)(nk) q0(nk) q0(km)} = 0



(73)

ضربِ قاعده�ی و

∑
k

Ωnkm(ξ)
(p)
nk (η)

(q)
km = Ωn,n+p,n+p+q ξn ηn+p δn,m−p−q

+Ωn,n+p,n+p−q ξn ηn+p−q δn,m−p+q

+Ωn,n−p,n−p+q ξn−p ηn−p δn,m+p−q

+Ωn,n−p,n−p−q ξn−p ηn−p−q δn,m+p+q

(74)
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(71) جاگذاریِ با که م�ͳبینیم ،δn,m−s پشتِ ضرایبِ از Έی هر کردنِ صفر هنگام̮ باشیم، داشته نظر در را

م�ͳشوند. صفر ی�Έسان طورِ به هم بالاتر جملاتِ و کرد برآورده را شرایط همه�ی م�ͳتوان حقیقت در

است: زیر شرح به محاسبه نتیجه�ی دقیق، طورِ به

،(71) عباراتِ جاگذاریِ از پس ،(72) جمله�ی اولین

2ω2
0xn + |an|2 + |an−1|2 = 0,

−3ω2
0x

′
n + anan+1 = 0,

ω
(1)
n,n−1 = 0,

 (75)

داریم ترتیب این به است. برقرار متحداً جمله دومین و م�ͳدهد، را

xn = −|an|2 + |an−1|2

2ω2
0

,

x′n =
anan+1

3ω2
0

.

 (76)

به (73) معادله�ی اولین

2ω0anω
(2)
n,n+1 + 2anxn+1 + 2anxn + ān−1x

′
n−1 + ān+1x

′
n = 0,

−8ω2
0y

′
n + anx

′
n+1 + an+2x

′
n = 0,

ω
(1)
n,n−2 = 0,

 (77)

رابطه��ی بل΋ه نم�ͳشود، برآورده متحداً ͳدوم که ͳحال در م�ͳشود، منجر

anȳn + ānyn − an−1ȳn−1 − ān−1yn−1 + 2|x′n|2 − 2|x′n−2|2

−
ω
(2)
n,n+1

ω0
|an|2 −

ω
(2)
n,n−1

ω0
|an−1|2 = 0.

 (78)

از: است عبارت جواب کرد. تعیین را yn م�ͳتوان رویش از که م�ͳسازد را

ω
(2)
n,n+1 =

1

3ω3
0

(|an+1|2 + |an−1|2 + 3|an|2),

y′n =
1

12ω4
0

anan+1an+2.

 (79)

خلاصه�سازی برای اگر علاوه، به

ηn = anỹn + ãnyn (80)
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معادله�ی با ها η کنیم، ͳمعرف را

ηn − ηn−1 =
1

ω4
0

(|an|4 − |an−1|4 +
1

9
|an|2|an+1|2

−1

9
|an−1|2|an−2|2).

 (81)

طریق̥ از م�ͳتوان را y′n ،x′n ،xn کمیت�های که م�ͳدهند نشان (79) و (76) عبارت�هایِ م�ͳشوند. تعیین

م�ͳشوند. تعیین هماهنگ نوسان�گرِ فازهای با آن�ها فاز�های پس کرد. بیان an صفرم̮ مرتبه� تقریبِ جوابِ

کرد، معلوم (81) از ی΋تا طورِ به را η م�ͳتوان اگرچه زیرا م�ͳکند، فرق وضعیت ظاهراً ،yn کمیت�های برای

تقریب بعدیِ بالاترِِ مرتبه�ی جمله�ی که دارد ام΋ان آورد. دست به (80) از ͳقطع طورِ به نم�ͳتوان را yn

ͳول کنیم رها پاس�΁نداده را سؤال این باید این�جا در شود. منجر yn تعیین̥ برای ͳ΋کم معادله�ی Έی به

همه�ی کنیم. تاکید نظریه کل̥ بودنِ کامل با رابطه در ͳاساس نقطه�ی Έی عنوانِ به آن اهمیتِ بر م�ͳخواهیم

ͳ΋ماتریسی (ستونِ) یا سطر هر در که ما، فرض̥ این آیا که م�ͳرسند این به نهایت در همواره آماری سؤالاتِ

نه. یا است درست م�ͳماند، ͳباق نامعین q(nm) فاز�های از

را کردیم، پیدا (§ 5) قبلا̈ که هماهنگ، نوسان�گرِ جوابِ جاگذاریِ از حاصل دقیق̥ روابط̃ پایان، در

م�ͳآید: در زیر صورتِ به ،(63) با ،ͳطبیع ش΋ل̥ در م�ͳدهیم. ارائه

an =
√
C(n+ 1)eiφn , C = h/4πω0 = h/8π2ν0. (82)

به م�ͳرسیم (81) ،(79) ،(76) از استفاده با آن�جا، از

xn = − C

2ω2
0

(2n+ 1),

x′n =
C

3ω2
0

√
(n+ 1)(n+ 2)ei(φn+φn+1)

y′n =

√
C3

12ω4
0

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)ei(φn+φn+1+φn+2)


(83)

ω
(1)
n,n−1 = 0, ω

(1)
n,n−2 = 0,

ω
(2)
n,n−1 = − 5C

3ω3
2

n;

 (84)

،ͳیعن
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ηn − ηn−1 =
11C2

9ω4
0

(2n+ 1),

ηn = anȳn + ānyn =
11C2

9ω4
0

(n+ 1)2.

وقت آن� ،yn = |yn|eiψn دهیم قرار اگر

|yn| cos(φn − ψn) =
ηn

2|an|
=

11
√
C3

18ω4
0

√
n+ 13. (85)

یافت. این از دقیق�تر نم�ͳتوان را yn تقریب، این در

مرتبه�ی از جمله�هایِ (تا این�ها بنویسیم. ψn = φn فرض̥ با را نهایی معادلاتِ م�ͳخواهیم حال، این با

از: عبارتند (λ به نسبت 2 از بالاتر

ω(n, n− 1) = ω0 − λ2
5C

3ω3
0

n+ · · · ,

ω(n, n− 2) = 2ω0 + · · · ;

 (86)

q(n, n) = −λ C

2ω2
0

(2n+ 1) + · · · ,

q(n, n− 1) =
√
Cneiφn−1

(
1 + λ2

11Cn

18ω4
0

+ · · ·
)
,

q(n, n− 2) = λ
C

3ω2
0

√
n(n− 1)ei(φn−1+φn−2) + · · · ,

q(n, n− 3) = λ2
√
C3

12ω4
0

√
n(n− 1)(n− 2)ei(φn−1+φn−2+φn−3) + · · ·



(87)

آورده�ایم: دست به را زیر رابطه�ی و کرده محاسبه مستقیماً هم را انرژی

Wn = hν0(n+
1

2
)− λ2

5C2

3ω2
0

(
n(n+ 1) +

17

30

)
+ · · · (88)

داریم ،(82) آوردنِ یاد به با زیرا، م�ͳشود، برآورده واقعاً بسامد شرط̃
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Wn −Wn−1 = hν0 − λ2
2C2

ω2
0

n+ · · · = h

2π
ω(n, n− 1),

Wn −Wn−2 = 2hν0 + · · · =
h

2π
ω(n, n− 2).

̥ͳکوانتوم عددِ ̥ͳمعرف با که کلاسیΈهست نظریه�ی با ناهمخوان�ͳای مرتبه پائین�ترین در حتا که مشاهده این

این به پیش�تر هایزنبرگ کنیم. مربوط (88) رابطه�ی به م�ͳتوانیم را م�ͳشود، رف΄ n′ = n + 1
2 نیمه�صحیح̮

با دقیقاً نظر همه� از م�ͳشوند داده (86) با که ω(n, n − 1) عبارت�های قضا، از است. کرده توجه نکته
١ ش΋ل̥ به ͳ΋کلاسی انرژیِ که م�ͳکنیم توجه مقایسه، برای� مطابقند. ͳ΋کلاسی بسامدهای

W (cl)
n = hν0n− λ2

5C2

3ω2
0

n2 + · · ·

است چنین ͳ΋کلاسی بسامدِ بنابراین و است

ωcl =
1

h

∂W
(cl)
n

∂n
= hν0 − λ2

5C2

3ω2
0

n+ · · ·

= ωqu(n, n− 1) =
1

h
(W (qu)

n −W
(qu)
n−1 ).

م�ͳتوان هم کرامرز‐بورن اختلالِ فرمولِ از اضافه) یΈثابتِ (تا را (88) عبارتِ که کرده�ایم تحقیق بالاخره،

آورد. دست به

.Έترودینامی΋ال درباره�ی ͳنکات .IV فصل̥

تعیین�کننده�ی دکارت�ͳاند، مختصاتِ در q عناصرِ ͳوقت ،|q(nm)|2 مطلق̥ قدرِ هایزنبرگمربعاتِ نظرِ طبق̥

دهیم. ارائه کل�ͳتری ملاحظاتِ اساس̥ بر فرض این برای ͳتوجیه م�ͳخواهیم انتها در هستند. گذار احتمالاتِ

جدید نظریه�ي این در Έترودینامی΋ال ̥ͳاساس معادلاتِ که است ضروری پرسش این به ΁پاس منظور بدین

و هستند ͳموقت شده�اند آورده جا این در که ͳملاحظات که کنیم تاکید م�ͳخواهیم اما م�ͳشوند. بازتعبیر چΎونه

به کنید ١رجوع

M. Born, Atommechanik (Berlin, 1925), Chapter 4, § 42, p. 294;

داد. قرار (6) فرمولِ در را a = 1
3
باید ͳکنون حل̥ راه̃ با سازگاری برای

۴٠
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رابطه�ی ̥ͳبررس مخصوصاً و موضوع، این مفصل̥ ̥ͳبررس هستند. موضوع این در ما ̥ͳکل نظرِ نمایاننده�ی صرفاً

م�ͳشود. ارائه بعداً نور، ̥ͳکوانتوم نظریه�ی با نظریه این

برای کوانتش شرط̃ دقیق̥ ش΋ل̥ به ارجاع بدونِ را آن�ها م�ͳتوان که م�ͳکنیم بیان را ͳنکات تنها این�جا در

حدودی تا قبلا̈ موضوع این که دید م�ͳتوان زیر ملاحظاتِ از آورد. دست به آزادی، درجه�ی چند با سیستم�های

بی�نهایت با سیستم̮ Έی نشان�گرِ ͳترومغناطیس΋ال نوسان�گرِ کاواکِ است. شده مطرح Έترودینامی΋ال در

سیستم�های به مربوط تنها و یافته گسترش و بسط ͳقبل فصولِ در که ͳاصول وجود این با است. آزادی درجه�ی

تجزیه ͳطبیع نوساناتِ حسبِ بر کاواک] [نوساناتِ زیرا است ͳکاف ما ̥ͳبررس برای بود، آزادی یΈدرجه�ی با

سیستم این با رفتار ̥ͳونگΎچ در صورت این در م�ͳشود. تبدیل غیرجفت�شده نوسان�گرهای از ͳدستگاه به و

هستند ͳخط ͳترومغناطیس΋ال ̥ͳاساس معادلاتِ که حقیقت این که م�ͳدهد نشان این نم�ͳماند. ͳباق ͳابهام

و هستند، هماهنگ جای�گزین نوسان�گرهای که م�ͳدهد نتیجه زیرا دارد؛ ویژه�ای اهمیتِ ،(ͳبرهم�نه (اصل̥

کوانتش، شرط̃ از مستقل انرژی، قضیه�ی ‐ سیستم�ها دیΎر برخلافِ ‐ هماهنگ نوسان�گرهای در تنها

از است: معتبر

H =
1

2
(p2 + ω2

0q2)

که م�ͳگیریم نتیجه

Ḣ = 1
2 (ṗp + pṗ + ω2

0 q̇q + ω2
0qq̇)

= 1
2ω

2
0(−qp − pq + pq + qp)

= 0.

خلاء در Έترودینامی΋ال ̥ͳانتگرال قضایایِ عام کاملا̈ طورِ به بتوان مشابه، ش΋ل̥ به که م�ͳرود انتظار پس

به کوانتش شرط̃ کردنِ وارد بدونِ ماکسول معادلاتِ ̥ͳماتریس ش΋ل̥ از تنهایی به را انرژی‐تکانه) (قضیه�ی

موردِ در هایزنبرگ ادعای آن با که م�ͳیابیم دست ͳروش به هم�زمان موضوع، این دادنِ نشان با آورد. دست

کنیم. اثبات را ها |q(nm)|2 ̥ͳمعن

حروفِ با را بردارها م�ͳگذاریم قرار معمول طبق̥ انرژی‐تکانه. قضیه�ی ماکسول، معادلاتِ .7 §
واحدهای م�ͳشود. داده نشان سیاه حروفِ با ماتریس�ها و اعداد بین̥ تفاوتِ که ͳحال در دهیم، نشان ͳآلمان

م�ͳبریم. کار به را ١ آبراهام کتابِ در رفته کار به

M. Abraham, Theorie der Elektrizität, II. Leipzig 1914١
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ͳتخت موج̮ چنین در داد. نمایش تخت امواج̮ ̥ͳبرهم�نه با م�ͳتوان را خلاء در ͳترومغناطیس΋ال فرآیندهایِ

آن�ها، عناصرِ که م�ͳگیریم، نظر در ماتریس�هایی صورتِ به Hرا Eو ̥ͳمغناطیس و ͳ΋تری΋ال میدان�های شدتِ

هستند: هماهنگ نوسان�گرهای تختِ امواج̮ مناسب، مختصاتِ دستگاه به نسبت

E =
(
E(nm)e2πiν(nm)

(
t− x

c

))
. (89)

نیستند، منفرد اعدادِ نشان�گرِ و نبوده مقادیر از گسسته سریِ Έی به مقید mدیΎر ،n که کرد توجه باید البته

م�ͳدهد. نشان را (بردارها) اعداد سیستم̮ بل΋ه

م�ͳنویسیم: ̥ͳماتریس معادلاتِ ش΋ل̥ به را ماکسول معادلاتِ

rot H− 1

c
Ė = 0, rot E+

1

c
Ḣ = 0. (90)

.١ م�ͳشود انجام نظر موردِ ماتریس̥ عنصرِ هر برای ،t و z ،y ،x به نسبت مشتق�گیری

موردِ در نکته چند که است لازم منظور بدین آوریم؛ دست به را انرژی‐تکانه قضیه�ی م�ͳخواهیم اکنون

کنیم. بیان را ͳماتریس بردارهایِ ضربِ

صورتِ به را نرده�ای ضربِ

(A,B) = AB = AxBx +AyBy +AzBz, (91)

م�ͳکنیم تعریف صورت این به را برداری ضربِ و

[AB]x = AyBz −AzBy. (92)

روابط̃ نیست، جابه�جاپذیر ͳماتریس ضربِ چون

AB = BA, [AB] = −[BA]

نیست. برقرار ͳکل حالتِ در

که: م�ͳکنیم ادعا عوض، در

صورتِ به عدد، جای به خودشان فضایی مختصاتِ آن در که است، لازم ͳترومغناطیس΋ال میدانِ از ͳمتفاوت دیدگاه̃ مواردی ١در

ادامه�ی در موضوع این به ما م�ͳکند. ایجاد متناظری تغییرِ ماکسول معادلاتِ در ͳفضائ مشتقاتِ حاصل̥ در این م�ͳشوند؛ ظاهر ماتریس

م�ͳپردازیم. کار

۴٢
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div [AB] = (rot A,B)− (A, rot B). (93)

م�ͳکنیم تعریف زیر ش΋ل̥ به را نرده�ای) ماتریس̥ Έی صورتِ (به W انرژیِ ̥ͳالΎچ اکنون

W =
1

8π
(E2 +H2). (94)

داریم (11) با آن�گاه

8πẆ = EĖ+ ĖE+HḢ+ ḢH,

داریم: (90) خاطرِ به و

8π

c
W = (E, rot H) + (rot H,E)− (H, rot E)− (rot E,H),

به (93) پس

Ẇ + div S = 0, (95)

آن در که م�ͳشود منجر

S =
c

8π
([EH]− [HE]). (96)

م�ͳدهد. نشان را تابش بردارِ S است؛ ͳماتریس ِΈترودینامی΋ال برای پوینتینگ قضیه�ی این

صورتِ به را ͳماکسول تنش̥ اگر آورد: دست به م�ͳتوان را تکانه مشابه، طورِ به

Txx =
1

8π
(E2

x −E2
y −E2

z) + (H2
x −H2

y −H2
z),

Tyz =
1

8π
(EyEz +EzEy +HyHz +HzHy)

 (97)

م�ͳکنیم تعریف صورت این به را تابش تکانه�ی ̥ͳالΎچ و

g =
1

c2
S =

1

8πc
([EH]− [HE]). (98)
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م�ͳآوریم: دست به ͳمشابه محاسبه�ی با بنابراین

ġx =
∂Txx

∂x
+
∂Txy

∂y
+
∂Txz

∂z
. (99)

Έسیستماتی حل̥ روش̥ بود. خواهند واض�΀تر ͳنسبیت چهاربعدیِ نمایش̥ از استفاده با روابط این البته

دیΎری جای ناجابه�جایی، ضربِ با ͳماتریس نظریه�ی پایه�ی بر نسبیت نظریه�ی و چهاربعدی تحلیل�برداریِ از

شد. خواهد ارائه

نوسان�گر، Έی تابش̥ محاسبه�ی �ͳیعن هدفمان به رسیدن برای دوقطبی. تابش̥ کروی. امواج̮ .8 §
کنیم. ͳبررس را کروی امواج̮ باید اکنون

با H و E ساختن̥ برای Z از م�ͳکنیم؛ ͳمعرف ͳماتریس بردارِ Έی صورتِ به را هرتز سه�بردارِ بدین�منظور

م�ͳکنیم: استفاده زیر روابط̃

E = grad divZ− 1

c2
Z̈, H =

1

c
rot Ż. (100)

با است متناظر Z کروی، موج̮ Έی برای ͳ΋کلاسی نظریه�ی در

1

r
e2πiν

(
t− r

c

)
.

رابطه�ی بر بنا را، عبارت این م�ͳتوان م�ͳدانیم

eiκr

r
=
iκ
2π

∫
etκ(r s) dω; (101)

نقطه��اثرِ تا کروی موج̮ مرکزِ از که است برداری اندازه�ی r آن در که ،١ نوشت تخت امواج̮ ̥ͳبرهم�نه صورتِ به

تخت، امواج̮ از ما نظریه�ی در بنابراین .dω = dsxdsydsz است؛ ی΋ه بردارِ s و است، شده کشیده میدان

بر عمود جهت�های روی انتگرال�گیری با م�ͳتوان م�ͳشوند، داده نمایش (89) ش΋ل̥ به ماتریس�هایی با که

آورد: دست به را کروی موج̮ نمایش̥ موج،

در 7 رابطه�ی مثال ١برای

P. Debye, Ann. d. Phys. 80, 755, 1909;

ببینید. را
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Z =

eq(nm)
e2πiν(nm)

(
t− r

c

)
r

 ; (102)

است. موج توسط̃ برانگیخته ̥ͳ΋تری΋ال گشتاورِ eq =
(
eq(nm)

)
ماتریس̥ این�جا در

ͳ΋کلاسی نظریه�ی همانندِ م�ͳشوند منجر تابش و ͳترومغناطیس΋ال میدانِ تعیین̥ به این�جا از که ͳمحاسبات

رابطه�ی این م�ͳشود. جابه�جا برداری ماتریس̥ هر با نرده�ای Έی همانندِ r زیرا هستند،

H = − e

c2
1

r2
[r q̈],

E =
e

c2
1

r3
[r [r q̈]]

 (103)

که: م�ͳگیریم نتیجه آن از و م�ͳدهد را

S = − e

4πc3
r

r
[r q̈]. (104)

انرژیِ برای نتیجه م�ͳشود. گرفته ͳفضائ جهت�های همه�ی روی انتگرال ͳ΋کلاسی نظریه�ی همانندِ

است: زیر صورتِ به ثانیه هر در تابش�شده

∫
S df =

2

3

e2

c3
q̈2. (105)

صورتِ به نتیجه کنیم؛ میان�گین�گیری زمان روی عبارت این از باید میان�گین تابش̥ آوردنِ دست به برای

است: زیر قطریِ ماتریس̥

2

3

e2

c3
q̈2. (106)

q = نرده�ایِ ماتریس̥ با را q برداریِ ماتریس̥ م�ͳتوانیم کند، نوسان ثابت جهتِ Έی در نوسان�گر اگر

است زیر صورتِ به تابش بنابراین کنیم؛ جای�گزین
(
q(nm)

)
2

3

e2

c3
q̈2 =

32π4e2

3 c3

(∑
k

ν(nk)4|q(nk)|2
)
. (107)

Έی هر تبدیل̥ رابطه�ی آن از بشود که طوری به دهیم، ارائه تابش از ͳکامل نظریه�ی نم�ͳتوانیم هنوز

تابش واکنش̥ اثرِ از دقیق تحلیل̥ Έی به نیاز این زیرا کرد، پیدا را مانا حالاتِ به دنباله این جملاتِ از
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کنیم ͳبررس خواهیم ͳم تنها این�جا م�ͳپردازیم. بعداً موضوع این به دارد. میرایی، نظریه�ی نوسان�گر، رویِ

اما است، طور این که م�ͳدهد نشان (107) عبارتِ م�ͳشود؛ تعیین |q(nk)|2 مقادیرِ با گذار واقعاً آیا که

زیرا نیست، مانا حالتِ Έی از گسیل�شده خودبه�خودیِ تابش̥ همه�ی کمیت این که م�ͳبینیم حال، عین̥ در

ͳکوانتوم اعدادِ با حالاتِ به مناسب، شماره�گذاریِ با یا پایین�تر، انرژیِ حالاتِ به تنها خودبه�خودی گذارهای

وضعیت این چΎونه که کنیم مشخص صوری کاملا̈ روش̥ Έی به م�ͳتوانیم اکنون م�ͳدهند. رخ کوچ�Έتر،

که م�ͳکنیم، حساب را (105) تابش̥ ماتریس̥ قطریِ جم΄̮ بل΋ه میان�گین، نه ما م�ͳشود؛ بیان ما نظریه�ی در

م�ͳدهد

D
(2
3

e2

c3
q̈2
)
=

32π4e2

3c3

∑
nk

ν(nk)4|q(nk)|2. (108)

بنویسیم: صورت این به جم΄�بندی تغییرِ با را راست سمتِ م�ͳتوانیم

64π4e2

3 c3

∑
n

(∑
k<n

ν(nk)4·|q(nk)|2
)
. (109)

به گذار با متناظر که دارد تعلق ͳتابش n حالتِ هر به م�ͳآید: دست به نظر موردِ نگاشتِ ترتیب بدین

سازگار تجربه با این است. معلوم ͳ΋کلاسی نظریه�ی از Έی هر شدتِ که است، k < n حالت�های همه�ی

شده�اند. Wnمرتب فزاینده�ی انرژیِ با n شاخص�های که کنیم فرض اگر است،

م�ͳشود. توجیه شد مشخص بالا در که محدودی ش΋ل̥ به هایزنبرگ فرض̥ پس

سیستم، ̥ͳناتبه�گن شرط̃ از مستقل گذار احتمالِ موردِ در استنباط این که کنیم تاکید باید این�جا در چنین هم

نیز حالت�ها آماریِ وزن�هایِ گذار احتمالاتِ با که م�ͳکنیم تاکید نهایت در است. ها، �Wn اختلافِ ͳیعن

آماریِ وزن ،W قطریِ عنصرِ Έی یا ستون و سطر Έی با متناظر حالتِ هر برای واق΄ در و م�ͳشوند، مشخص

اصل̥ به تنهایی به آزادی) درجه�ی چند با حالت�های به تعمیم (در نتیجه این داد. نسبت باید را ͳسان�Έی

است. بعدی هدفِ که م�ͳشود، منجر نور برای بوز‐اینشتین ̥ͳکوانتوم آمارِ ̥ͳکل

آقای با همراه مدت این در آزادی درجه�ی چندین به نظریه تعمیم̮ تصحیح. در اضافه�شده نکته�ی

این�جا در که ͳگوناگون موضوعاتِ آن�جا در آمد. خواهد کار این دنبالِ به و شد تکمیل هایزنبرگ و.

م�ͳشود. تشریح بیشتر جزییاتِ با شدند، روشن�تر مدت این در و شده، اشاره آن�ها به فقط
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