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١٣٨٩ زمستانِ ،٢۴ ی شماره گاما،

III ͳافق تختِ ̮΀سط رویِ یΈقطره ش΋ل̥ بر ͳیادداشت

ͳالله�΀فت امیرحسین̥ زینبمحمدی،

و مایع بین̥ تماس زاویه�ی که ͳحالت در ،ͳافق تختِ ̮΀سط Έی رویِ مایع قطره�ی Έی ش΋ل̥ چ΋یده:

است. شده مطالعه سری نوع̮ از حل̥ وسیله�ی به است، 90◦ از کوچ�Έتر ΀سط

مقدمه 0

و σ مایع ̥ͳسطح کشش̥ با فقط که م�ͳسازند زاویه�ای هم با ΀سط دو جامد، با مایع تماس̥ نقطه�یِ در

داریم: باشد تماس زاویه�یِ η اگر م�ͳشود؛ تعیین γ ΀سط به مایع ̥ͳچسبنده�گ

cos η = 1− γ

σ
(1)

قطره |γ| ≪ σ حالتِ در است. شده رسم 1 ش΋ل̥ در بΎیرد م�ͳتواند تماس زاویه�یِ که ͳمختلف حالت�هایِ

م�ͳشود. پˆهن کاملا̈ ΀سط رویِ قطره γ ≥ 2σ در و دارد، ΀سط با را تماس کم�ترین

Έی برای η > 90◦ حالتِ برایِ سری روش̥ از حل [2] در و Έسب یا بی�وزن قطره�یِ Έی ش΋ل̥ [1] در

روش̥ از استفاده با η < 90◦ حالتِ سراغ̮ به یادداشت این در گرفت. قرار ͳبررس موردِ ͳافق و تخت ̮΀سط

̥ͳپائین و ͳبالائ نیمه�ی برای باید دارد وجود ارتفاع دو شعاع Έی ازای به چون حالت این در م�ͳرویم. سری

چسباند. هم به را تابع دو این مناسب شرایط̃ با سپس و کرد فرض جداگانه تابع̮ دو قطره ̮΀سط

̥ͳسطح کشش̥ (١ م�ͳشود: تعیین کمیت�ها این وسیله�یِ به جامد ̮΀سط رویِ مایع از قطره Έی ش΋ل̥

بیرون اختلاف�فشارِ ∆p اگر قطره. حجم̮ وزن، نیرویِ واسطه�یِ به (٣ و ،΀سط به مایع ̥ͳچسبنده�گ (٢ مایع،

داریم: باشد، مایع ̮΀سط از نقطه هر رویِ داخل و

∆p = ± σ

(
1

R1
+

1

R2

)
(2)

قراردادی در هست�اند. ΀سط هم̮ بر عمود شعاع�انحنایِ R1,2دو آن در و است، معروف پوآسون رابطه�یِ به که

مؤلفه�یِ علامتِ که است ͳوقت برایِ (−) + و است، داخل فشارِ منهایِ بیرون p∆فشارِ م�ͳکنیم، کار ما که
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η< 90
oη≈ 90

oη> 90
o

γ < σγ ≈ σγ > σ

جامد ̮΀سط رویِ مایع یِ قطره مختلفِ ش΋ل̥ سه :١ ش΋ل

قطره اگر مثلا̈ باشد. (ͳمنف) مثبت است مایع خارج̮ طرفِ به و مایع ̮΀سط به عمود که ی΋ه�ای بردارِ سوم̮

ͳکل طورِ به م�ͳشود. انتخاب − ͳپائین نیم�کره�یِ برایِ و + ͳبالائ نیم�کره�یِ برایِ باشد، داشته کروی ͳل΋ش

است. ∆p < 0 نقاط همه�یِ در محدب، قطره�هایِ برایِ

انتظار که اختلاف�فشار، احتسابِ با و نوشت، ΀سط معادله�یِ حسبِ بر م�ͳتوان را ͳاصل شعاع�انحناهایِ

صورتِ در که م�ͳدهد، ΀سط برایِ دیفرانسیل معادله�یِ Έی پوآسون معادله�یِ بیاید، Έهیدروستاتی از م�ͳرود

.[1] م�ͳآید دست به ΀سط ش΋ل̥ حل�کردن،

فرض ش΋ل به توجه با دارد. تقارن z محورِ حولِ قطره که م�ͳگیریم نظر در را ͳحالت [2] و [1] مانندِ

دید م�ͳتوان صورت این در شود. مراجعه 2 ش΋ل̥ به مختصات ̥ͳمعرف برای z؛ = f(x, y) = f(ρ) م�ͳشود

:[1]

1

R1
+

1

R2
=

fρρ +
fρ
ρ

(
1 + f2ρ

)
(1 + f2ρ )

3/2
(3)

داریم ،ψ(ρ) = fρ√
1 + f2ρ

تعریفِ با .fρρ =
d2f

dρ2
و fρ =

df

dρ
آن در که

1

R1
+

1

R2
= ψρ +

ψ

ρ
=

1

ρ

d

dρ

(
ρψ
)

(4)

م�ͳشود: نوشته زیر صورتِ به پوآسون رابطه�ی نتیجه در

∆p = ± σ

(
1

ρ

d

dρ
(ρψ)

)
= ± σ

ρ

d

dρ

ρ fρ√
1 + f2ρ

 (5)

که نوشت ∆p(z) = ∆p0 + µgz = ∆p0 + µgf(ρ) صورتِ به م�ͳشود را اختلاف�فشار وزن وجودِ با

داریم: پس شود. تعیین باید که است ثابت مقدارِ Έی ∆p0 و مایع ̥ͳالΎچ µ آن در

± 1

ρ

d

dρ
(ρψ) = ± 1

ρ

d

dρ

ρ fρ√
1 + f2ρ

 =
∆p0 + µgf(ρ)

σ
(6)
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ρ1ρ0

y

z

ρ

x

پارامترها و مختصات تعریفِ :٢ ش΋ل

م�ͳآوریم: دست به 2κ =
∆p0
σ

تعریفِ با که

±1

ρ

d

dρ

ρ fρ√
1 + f2ρ

 = 2κ+
µg

σ
f(ρ) (7)

م�ͳآید. دست به f(ρ) معادله این حل̥ با

η < 90◦ برای سری روش̥ به حل 1

تابع̮ و ،ρ0 ،ρ1 ،κ مجهول�ها و م�ͳدانیم را σ, g, µ آن در کنیم. حل را (7) معادله�دیفرانسیل̥ م�ͳخواهیم

،∆p0 < 0 شد اشاره قبلا̈ که همان�طور م�ͳشود. فرض دانسته نیز V قطره حجم̮ هم�چنین هست�اند. f(ρ)

است. κ < 0 بنابراین و

ش΋ل̥ داریم؛ f برایِ مقدار دو ρ > ρ0 برایِ چون کرد بیان تابع Έی با نم�ͳشود را قطره ̮΀سط معادله�یِ

و f+ یافتن̥ مسئله بنابراین م�ͳدهیم. نشان f− با را ͳپائین قسمتِ و f+ با را ρ = ρ1 بالایِ قسمتِ قبل.

مشتق̥ شود؛ صفر ρ = ρ0 ازایِ به باشد؛ پیوسته تابع̮ Έی باید f داریم. هم مرزی شرط̃ تعدادی است. f−

صورت به شرایط این شود. صفر ρ = 0 ͳیعن قطره نقطه�یِ بالاترین در و tan η با برابر ρ = ρ0 در باید f

۴٩



i
i #۵٠ — ۵٠ page — ١١:٠٢ — ٢٠١١/٢/١٢ — “G٢۴-v٠”

i
i

i
i

i
i

م�ͳشوند: ارائه زیر

f+(ρ = ρ1) = f−(ρ = ρ1) (8)

f−(ρ = ρ0) = 0 (9)

f−ρ(ρ = ρ0) = tan η (10)

f+ρ(ρ = 0) = 0 (11)

م�ͳشود حساب زیر صورت به قطره حجم̮ م�ͳدانیم هم�چنین

V

2π
=

∫ ρ0

0

ρf+dρ+

∫ ρ1

ρ0

ρ(f+ − f−)dρ =

∫ ρ1

0

ρf+dρ−
∫ ρ1

ρ0

ρf−dρ (12)

نشان [1] در کند. میل بی�نهایت به ρ = ρ1 در آن مشتق̥ و باشد ρ از خوش�رفتار و زوج تابع̮ Έی باید f

بود: خواهد کُره Έی از ͳقسمت قطره ̮΀سط گذاشت کنار بشود را وزن اثرِ که ͳوقت برای شد داده

z = fg=0
± (ρ) = z0 ±

√
ρ21 − ρ2 (13)

دست به κ = −ρ−1
1 هم�چنین .z0 = ρ1 cos η داریم: آن برایِ که است، کره مرکزِ م΋انِ z0 آن در که

حل̥ مانندِ ρ ≈ ρ1 در تابع رفتارِ که داد نشان م�ͳتوان .[1] م�ͳشود تعیین قطره حجم̮ دانستن̥ با که م�ͳآید.

نوشت ش΋ل این به م�ͳتوان را (7) بود. خواهد کره

± 1

ρ

d

dρ

(
ρ
fρ
|fρ|

(
1 +

1

f2ρ

)−1/2
)

= 2κ+
µg

σ
f(ρ)

−1

ρ

d

dρ

(
ρ

(
1 +

1

f2ρ

)−1/2
)

= 2κ+
µg

σ
f(ρ) (14)

م�ͳدانیم است. برقرار f± دویِ هر برای بالا معادله�ی ،ͳپائین و ͳبالائ نیمه�ی در مشتق علامتِ به توجه با که

م�ͳدهد بالا در جاگذاری با که ،|f±ρ| ≫ 1 داریم ρ ≈ ρ1 در

−1

ρ

d

dρ

(
ρ

(
1− 1

2 f2ρ

))
≈ 2κ+

µg

σ
f(ρ)

−
[
1

ρ

(
1− 1

2 f2ρ

)
+
fρρ
f3ρ

]
≈ 2κ+

µg

σ
f(ρ) (15)

در تابع م�ͳکنیم فرض است. محدود تابع خودِ ͳول م�ͳرود، بی�نهایت به ρ1 ̥ͳ΋نزدی در تابع مشتق اگرچه

باشد: داشته زیر شبیه رفتاری ρ1 ̥ͳ΋نزدی

ρ ≈ ρ1 : f±(ρ) ≈ c± + λ±(ρ1 − ρ)α, (16)
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جوابِ دو چسبیدنِ شرط̃ از هم�چنین برود. بی�نهایت به ρ = ρ1 در مشتق�گیری با تا 0 < α < 1 آن در که

داریم ρ = ρ1 حولِ جاگذاری، و مشتق�گیری از پس .c+ = c− = c داریم ρ1 در پائین و بالا

− 1

ρ1
+

(ρ1 − ρ)−2α+2

2ρ1λ2α2
+
α− 1

λ2α2
(ρ1 − ρ)−2α+1 ≈ 2κ+

µg

σ
(λ(ρ1 − ρ)α + c) (17)

توان�هایِ تساویِ (١ م�ͳماند: ام΋ان دو تنها .0 < α ≤ 1/2 داریم چپ سمتِ سوم̮ جمله�ی توانِ از

توانِ کوچ�Έترین حذفِ برایِ α = 1/2 گرفتن̥ (٢ ،α = 1/3 م�ͳدهد که طرف، دو در α و −2α + 1

م�ͳدهد ͳمنف مقدارِ نیمه دو هر در λ برایِ چون نیست قابل�قبول اول حالتِ معادله. در ظاهرشده

α− 1

λ2α2

∣∣∣
α=1/3

=
µg

σ
λ⇒ λ3 < 0

این در .α = 1/2 ͳیعن م�ͳماند، دوم حالتِ فقط پس است. ناسازگار ͳبالائ نیمه�ی در مشتق علامتِ با که

داریم: صورت

− 1

ρ1
− 2

λ2
= 2κ+

µg

σ
c

شیبِ تا اختیارشده طوری علامت�ها (16)؛ در λ+ = −λ− > 0 ریشه�هایِ با است λ برایِ معادله Έی که

با اخیر معادله�ی در که λ± = ±
√
2ρ1 داریم بی�وزن کرویِ حل̥ برایِ بیاید. در درست ͳپائین و ͳبالائ نیمه�ی

λ+ = −λ− > 0 ش΋ل̥ به ریشه�هایش و اخیر معادله�ی است. سازگار [1] κ = −ρ−1
1 ̥ͳقبل شرط و g = 0

دید. خواهیم بعداً نیز جمله�ای چند حل�های آوردنِ دست به در که هستند ͳچیزهائ

همه است به�تر داد. بسط نیز
√
ρ21 − ρ2 توان�هایِ برحسبِ را آن م�ͳشود f(ρ) زوج�بودنِ به توجه با

بنویسیم: τ جدیدِ متغیرِ برحسبِ را چیز

τ =
√
ρ21 − ρ2, ρ =

√
ρ21 − τ2, − ρdρ = τdτ

d

dρ
=

dτ

dρ

d

dτ
= − ρ√

ρ21 − ρ2
d

dτ
= −ρ

τ

d

dτ
= −

√
ρ21 − τ2

τ

d

dτ

fρ = −
√
ρ21 − τ2

τ

df

dτ
= −

√
ρ21 − τ2

τ
fτ (18)

م�ͳآید: در زیر صورتِ به معادله�دیفرانسیل

±1

τ

d

dτ

 (ρ21 − τ2)fτ

τ

√
1 +

(ρ21 − τ2)

τ2
f2τ

 = 2κ+
µg

σ
f(τ)
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±1

τ

d

dτ

 (ρ21 − τ2)fτ

τ

√
ρ21 − τ2

τ
|fτ |

√
1 +

τ2

(ρ21 − τ2)f2τ

 = 2κ+
µg

σ
f(τ)

±1

τ

d

dτ

 ±
√
ρ21 − τ2√

1 +
τ2

(ρ21 − τ2)f2τ

 = 2κ+
µg

σ
f(τ)

1

τ

d

dτ


√
ρ21 − τ2√

1 +
τ2

(ρ21 − τ2)f2τ

 = 2κ+
µg

σ
f(τ) (19)

داریم: انتگرال�گیری بار Έی با است. درست نیمه دو هر برایِ معادله √این
ρ21 − τ2√

1 +
τ2

(ρ21 − τ2)f2τ

− ρ1 = κτ2 +
µg

σ

∫ τ

0

τ ′f(τ ′)dτ ′ (20)

م�ͳکنند. صدق معادله این در دو هر f− و f+ هم باز که

م�ͳگیریم bn ͳپائین نیمه�یِ برایِ و an ͳبالائ نیمه�یِ برایِ را بسط ضرایبِ

f+(τ) =

k∑
n=0

anτ
n, f−(τ) =

k∑
n=0

bnτ
n (21)

تعدادِ اضافه�شدنِ با را سری حل̥ ضرایبِ بین̥ ͳبازگشت روابط̃ پیداشدنِ ̥ͳچه�گونه�گ م�ͳخواهیم که آن�جا از

گرفته�ایم. k را جم΄ حدِ و محدود را جملات تعدادِ دهیم، نشان است، تقریب به�ترشدنِ ͳمعن به که جملات،

م�ͳآیند در ش΋ل این به (11) تا (8) شرایط̃

ρ = ρ1 ⇒ τ = 0 : a0 = b0 =: β (22)

ρ = ρ0 ⇒
k∑

n=0

bn(ρ
2
1 − ρ20)

n/2 = 0 (23)

f−ρ(ρ0) = tan η ⇒
k∑

n=0

nbn(ρ
2
1 − ρ20)

(n−1)/2 = −
√
ρ21 − ρ20
ρ0

tan η (24)

f+ρ(0) = 0 ⇒ f+ρ(0) = − 0

ρ1
f+τ (ρ1) = 0 (25)

نم�ͳدهد. جدیدی معادله�ی و است برقرار هم�واره آخر شرط ،f تابع̮ فرض�کردنِ زوج با بالائ�ͳها میان از
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تعریف�شده�اند تابع�ها که ͳدامنه�هائ تمام̮ رویِ معادله�دیفرانسیل از انتگرال با م�ͳتوان [2] مانندِ هم�چنین،

داریم ͳبالائ نیمه�ی و τ = ρ1 برایِ (20) از آورد. دست به جدیدی شرط�هایِ

(ρ21 − τ2)√
(ρ21 − τ2) +

τ2

f2+τ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ=ρ1

− ρ1 = κρ21 +
µg

σ

∫ ρ1

0

τf+dτ

−ρ1 = κρ21 +
µg

σ

∫ ρ1

0

τf+dτ (26)

داریم (20) در τ =
√
ρ21 − ρ20 انتخابِ با ͳپائین نیمه�یِ برایِ

ρ0√
1 +

(ρ21 − ρ20)

ρ20f
2
−τ (
√
ρ21 − ρ20)

− ρ1 = κ(ρ21 − ρ20) +
µg

σ

∫ √
ρ21−ρ20

0

τf−dτ

ρ0√
1 +

1

tan2 η

− ρ1 = κ(ρ21 − ρ20) +
µg

σ

∫ √
ρ21−ρ20

0

τf−dτ

ρ0 sin η − ρ1 = κ(ρ21 − ρ20) +
µg

σ

∫ √
ρ21−ρ20

0

τf−dτ (27)

تا a0 ثابت�هایِ برایِ مجهول 2(k + 1) تعدادِ م�ͳشوند، فرض تابع�ها برای τ در k درجه�ی از توابع̮ ͳوقت

م�ͳشود مجهولات تعدادِ ρ0 و ،ρ1 ،κ مجهولِ مقدارهایِ احتسابِ با دارد. وجود bk تا b0 هم�چنین و ak

پن;̮ با که م�ͳآید، دست به معادله 2k ͳپائین و ͳبالائ نیمه�های برایِ معادله�دیفرانسیل از ،[2] مانندِ .2k + 5

هست�اند. ͳکاف مجهولات کردنِ پیدا برای (27) و ،(26) ،(24) ،(23) ،(22) شرط̃

سری روش̥ از آمده دست به حل̥ دقتِ آن وسیله�ی به تا آورد دست به دقیق معادله�ی Έی م�ͳتوان [2] مانندِ

داریم (12) از کنیم کم (26) از را (27) اگر کرد. برآورد را

−ρ0 sin η = κρ20 +
µgV

2πσ
(28)

است ͳطبیع کرد. استفاده آن از خطا برآوردِ برایِ م�ͳتوان و است، دقیق ͳول نیست، جدید رابطه این چه اگر

شرط�هایِ از ͳ΋ی عوض در و کرد، استفاده شرط�ها از ͳ΋ی عنوان به را آخر رابطه�ی این م�ͳتوان دل�خواه به

برد. کار به استفاده خطا برآوردِ برایِ را ͳقبل
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دوجمله�ای : k = 1 1.1

،κ ،b1 ،b0 ،a1 ،a0 داریم: مجهول هفت .f−(τ) = b0 + b1τ و f+(τ) = a0 + a1τ حالت، این در

م�ͳآوریم: دست به (27) و ،(26) ،(24) ،(23) ،(22) شرط�هایِ از .ρ0 و ،ρ1

a0 = b0 = β, β + b1

√
ρ21 − ρ20 = 0, b1 = −

√
ρ21 − ρ20
ρ0

tan η, (29)

−ρ1 = κρ21 +
µg

σ

(
1

2
βρ21 +

1

3
a1ρ

3
1

)
(30)

ρ0 sin η − ρ1 = κ(ρ21 − ρ20) +
µg

σ

(
1

2
β(ρ21 − ρ20) +

1

3
b1(ρ

2
1 − ρ20)

3/2

)
(31)

(f+ = a1) داریم ͳبالائ نیمه�یِ برای (20) از استفاده با

ρ1

√
1− τ2

ρ21√
1 +

τ2

(ρ21 − τ2)a21

− ρ1 =
[
κ+

µg

2σ
β
]
τ2 +

µg

3σ
a1τ

3

م�ͳآید دست به τ = 0 حولِ چپ طرفِ بسط̃ از پس که

ρ1

√
1− τ2

ρ21√
1 +

τ2

(ρ21 − τ2)a21

− ρ1 = ρ1

(
1− τ2

ρ21

)1/2
[
1 +

τ2

a21ρ
2
1(1− τ2

ρ21
)

]−1/2

− ρ1

≈ ρ1

(
1− τ2

2ρ21

) [
1− τ2

2a21ρ
2
1

(1− τ2

ρ21
)−1

]
− ρ1

≈ − τ2

2ρ1

(
1 +

1

a21

)
داریم: دیΎر طرفِ با مقایسه با

κ+
µg

2σ
β = − 1

2ρ1

(
1 +

1

a21

)
(32)

م�ͳآوریم: دست به م�ͳکنند صدق (20) معادله�ی در نیمه دو هر چون

κ+
µg

2σ
β = − 1

2ρ1

(
1 +

1

b21

)
(33)
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واق΄ در .a1 = −b1 > 0 م�ͳدهد f− و f+ مشتق�های علامتِ به توجه با که a21 = b21 م�ͳدهد که

̥ͳقبل شرط̃ b1 و a1 بین رابطه�ی علاوه به آوردیم. دست به λ برای که هستند معادله�ای همان (33) و (32)

داریم: بالا معادلاتِ از استفاده با است. λ+ = −λ− > 0

a1 = −b1 =

√
ρ21 − ρ20
ρ0

tan η, β =
ρ21 − ρ20
ρ0

tan η (34)

و

−ρ1 = −ρ1
2

(
1 +

1

a21

)
+
µg

3σ
a1ρ

3
1 (35)

ρ0 sin η − ρ1 = − 1

2ρ1

(
1 +

1

a21

)
(ρ21 − ρ20)−

µg

3σ
a1(ρ

2
1 − ρ20)

3/2 (36)

عددی روش̥ از استفاده با م�ͳتوان ͳواقع مسئله�ی در که هستند، مجهول ρ1 و ρ0 فقط آخری تایِ دو در که

شد گفته قبلا که وزن بدونِ کروی دقیق̥ حل̥ از استفاده با م�ͳتوان جواب این دقتِ موردِ در کرد. حل�شان

:[1] هستند زیر جواب�های دارای معادلات g = 0 فرض̥ با واق΄ در کرد. بحث

κ = −ρ−1
1 , a1 = −b1 = 1, ρ0 = ρ1 sin η,

ρ1 =

[
3V

π (2− cos η) (1 + cos η)
2

]1/3
(37)

.µgV/σ ≪ ρ0 sin η ≈ −κρ20 اگر است خوب حل این (28) به توجه با و حساب این با

سه�جمله�ای : k = 2 1.2

.a0 = b0 = β داریم هم باز .f−(τ) = b0+b1τ+b2τ
2 و f+(τ) = a0+a1τ+a2τ

2 حالت، این در

م�ͳدهند: شرط�ها دیΎر

β + b1

√
ρ21 − ρ20 + b2(ρ

2
1 − ρ20) = 0 (38)

b1 + 2b2

√
ρ21 − ρ20 = −

√
ρ21 − ρ20
ρ0

tan η (39)

−ρ1 = κρ21 +
µgρ21
σ

(
1

2
β +

1

3
a1ρ1 +

1

4
a2ρ

2
1

)
(40)

ρ0 sin η − ρ1 = κ(ρ21 − ρ20)

+
µg

σ

(
1

2
β(ρ21 − ρ20) +

1

3
b1
(
ρ21 − ρ20

)3/2
+

1

4
b2
(
ρ21 − ρ20

)2) (41)
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داریم: ͳبالائ نیمه�ی برایِ (20) از

ρ1

√
1− τ2

ρ21√
1 +

τ2

(ρ21 − τ2) [a1 + 2a2τ ]
2

− ρ1 =
[
κ+

µg

2σ
β
]
τ2 +

µg

3σ
a1τ

3 +
µg

4σ
a2τ

4

م�ͳآید دست به τ = 0 حولِ چپ طرفِ بسط̃ با

ρ1

√
1− τ2

ρ21√
1 +

τ2

(ρ21 − τ2)[a1 + 2a2τ ]2

− ρ1 ≈ − τ2

2ρ1

(
1 +

1

a21

)
+

2a2τ
3

a31ρ1
(42)

م�ͳآید دست به معادله دو طرف، دو هم�توانِ جمله�هایِ دادنِ قرار مساوی از

κ+
µg

2σ
β = − 1

2ρ1

(
1 +

1

a21

)
(43)

µg

3σ
a1 =

2a2
a31ρ1

(44)

م�ͳآید دست به مشابه طورِ به ͳپائین نیمه�یِ برایِ داشتیم. هم قبل قسمت از را ͳاول که

κ+
µg

2σ
β = − 1

2ρ1

(
1 +

1

b21

)
(45)

µg

3σ
b1 =

2b2
b31ρ1

(46)

دوباره ،τ = 0 حولِ پائین و بالا شیبِ علامتِ ͳبررس با .a2 = b2 هم�چنین و a21 = b21 م�ͳدهد دوباره که

رابطه�ی کرد. حل عددی م�ͳتوان که داریم معادله نُه و مجهول نُه مجدداً .a1 = −b1 > 0 م�ͳگیریم نتیجه

کند. خطا برآوردِ م�ͳتواند هم (28)

چهارجمله�ای : k = 3 1.3

باز .f−(τ) = b0 + b1τ + b2τ
2 + b3τ

3 و f+(τ) = a0 + a1τ + a2τ
2 + a3τ

3 حالت، این در
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م�ͳدهند شرط�ها دیΎر .a0 = b0 = β داریم هم

β + b1

√
ρ21 − ρ20 + b2(ρ

2
1 − ρ20) + b3(ρ

2
1 − ρ20)

3/2 = 0 (47)

b1 + 2b2

√
ρ21 − ρ20 + 3b3(ρ

2
1 − ρ20) = −

√
ρ21 − ρ20
ρ0

tan η (48)

−ρ1 = κρ21 +
µgρ21
σ

(
1

2
β +

1

3
a1ρ1 +

1

4
a2ρ

2
1 +

1

5
a3ρ

3
1

)
(49)

ρ0 sin η − ρ1 = κ(ρ21 − ρ20) +
µg

σ

(
1

2
β(ρ21 − ρ20)

+
1

3
b1(ρ

2
1 − ρ20)

3/2 +
1

4
b2(ρ

2
1 − ρ20)

2 +
1

5
b3(ρ

2
1 − ρ20)

5/2

)
(50)

داریم: ͳبالائ نیمه�ی برایِ (20) از

ρ1

√
1− τ2

ρ21√
1 +

τ2

(ρ21 − τ2)f2+τ

− ρ1 ≈
[
κ+

µg

2σ
β
]
τ2 +

µg

3σ
a1τ

3 +
µg

4σ
a2τ

4 (51)

م�ͳآید دست به τ = 0 حولِ چپ طرفِ بسط̃ با

ρ1

√
1− τ2

ρ21√
1 +

τ2

(ρ21 − τ2)[a1 + 2a2τ + 3a3τ2]2

− ρ1 ≈ − τ2

2ρ1

(
1 +

1

a21

)
+

2a2τ
3

a31ρ1

− τ4

8ρ41

(
1 +

2

a21
− 3

a41
− 24a3

a31
ρ21 +

48a22
a41

ρ21

)
(52)

م�ͳآوریم دست به طرف دو مقایسه�ی با

κ+
µg

2σ
β = − 1

2ρ1

(
1 +

1

a21

)
(53)

µg

3σ
a1 =

2a2
a31ρ1

(54)

µg

4σ
a2 = − 1

8ρ41

(
1 +

2

a21
− 3

a41
− 24a3

a31
ρ21 +

48a22
a41

ρ21

)
(55)
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داریم: ͳپائین نیمه�ی برایِ ترتیب همین به

κ+
µg

2σ
β = − 1

2ρ1

(
1 +

1

b21

)
(56)

µg

3σ
b1 =

2b2
b31ρ1

(57)

µg

4σ
b2 = − 1

8ρ41

(
1 +

2

b21
− 3

b41
− 24b3

b31
ρ21 +

48b22
b41

ρ21

)
(58)

حولِ پائین و بالا شیبِ علامتِ ͳبررس با .a3
a31

=
b3
b31

چنین هم و ،a2 = b2 و a21 = b21 م�ͳبینیم دوباره

و مجهول یازده مجدداً .a3 = −b3 م�ͳدهد نتیجه که ،a1 = −b1 > 0 م�ͳگیریم نتیجه دوباره ،τ = 0

کند. خطا برآوردِ م�ͳتواند هم (28) رابطه�ی کرد. حل عددی م�ͳتوان که داریم معادله یازده

نتیجه�گیری 2

است حادˈه ΀سط با مایع زاویه�ی که ͳوقت برای ͳافق تختِ ̮΀سط رویِ قطره Έی ش΋ل̥ یادداشت این در

وسیله�ی به م�ͳتوان که هست�اند طوری م�ͳشوند پیدا سری ضرایبِ برایِ که ͳمعادلات گرفت. قرار ͳبررس مورد

شوند. حل عددی روش̥

زد: حدس م�ͳتوان آمد بالا در که چه آن با

a2n = b2n, a2n+1 = −b2n+1 (59)

بنویسیم: صورت این به را (20) ابتدا کرد. اثبات ͳکل طورِ به را موضوع این م�ͳتوان واق΄ در

ρ1
1− τ2/ρ21√

1− τ2

ρ21

(
1− 1

f2τ

) − ρ1 = κτ2 +
µg

σ

∫ τ

0

τ ′f(τ ′)dτ ′ (60)

داریم ͳبالائ ی نیمه برای صورت این در م�ͳگیریم. 1 را ρ1 مرحله این در ͳراحت برایِ

1− τ2[
1− τ2

(
1− a−2

1 [
∑
n=1 na

′
nτ

n−1]
−2
)]1/2 = κτ2 +

µg

σ

∫ τ

0

τ ′f(τ ′)dτ ′ (61)

درست هم ͳپائین نیمه�ی برایِ معادله همین شبیه̃ .(a′1 = 1) n = 1, 2, · · · برایِ a′n = an/a1 آن در که

سری از غیر از که τ توان�هایِ چپ، طرفِ بسط̃ در حال م�ͳشوند. جای�گزین ها b با ها a آن در که است

در که کنید توجه هم�چنین هست�اند. (τ2)m نوع̮ از چون نم�ͳکنند، عوض را توان بودنِ فرد یا زوج م�ͳآیند
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فرد یا زوج پس زوج. شاخص̥ با a′ ،τ از فرد توانِ و است، فرد شاخص̥ با a′ ،τ از زوج توانِ ضریبِ سری

که دید م�ͳتوان ͳساده�گ به م�ͳکنند. تعیین زوج شاخص̥ با ها a′ تعدادِ را چپ طرفِ بسط̃ در τ توانِ بودنِ

توان�هایِ جملاتِ و زوج�اند، شاخص̥ با a′ از زوج تعدادِ شامل̥ حتماً چپ طرفِ در τ زوج̮ توان�های جملاتِ

توجه با است. درست ها b′ و پائین نیمه�ی بسط̃ برایِ همین زوج�اند. شاخص̥ با a′ از فرد تعدادِ شامل τ فردِ

که این به

a0 = b0, a1 = −b1, (62)

نتیجه (59) رابطه�های م�ͳشود پیدا ͳپائین و ͳبالائ نیمه�ی بسط̃ ضرایبِ برایِ که ͳبازگشت مشابه روابط̃ از و

م�ͳشوند.

ممنون�یم. راه�نمائ�ͳهایش برایِ ͳخرˈم محمˈدِ از :ͳقدردان

مراج΄ و یادداشت�ها

.30 ص. ،٨ گاما ،ͳافق تختِ ̮΀سط رویِ قطره Έی ش΋ل̥ بر ͳیادداشت ،ͳالله�΀فت ح. ا. [1]

.14 ص. ،١۵ گاما ،II ͳافق تختِ ̮΀سط رویِ قطره Έی ش΋ل̥ بر ͳیادداشت ،ͳالله�΀فت ح. ا. [2]
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