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١٣٩١ زمستان ،٢۵ ی، شماره ,Gammaگاما no. 25, Winter 2013

معن�ͳدار ی رقم�ها
ͳشریعت احمد

١٩٩٣۵٫۶٣٣ ͳپست صندوق تهران، الزهرا، دانشΎاه ،Έفیزی گروه

چ΋یده

اند سنجش یِ نتیجه که ͳی عددها با ریاضیات در عدد مفهوم̮ تفاوتِ ابتدا ،ͳآموزش یِ مقاله این در

یِ ͳشتΎسران یِ قاعده و سنجش، در آمده دست به یِ عددها در سنجش یِ خطا اثرِ سپس م�ͳشود. بیان
سنجش از ͳناش یِ عددها کردنِ گزارش یِ نحوه مثال چند با سپس � م�ͳشود. مرور معن�ͳدار یِ رقم�ها کم�ترین

پرداخت. خواهیم آماری یِ خطاها به مختصراً� آخر دستِ م�ͳشود. توصیف

(١٣٩١/١٢/١١) ١ ویرایش (١٣٩١ (زمستان ٢ ی مقاله ،٢۵ ی شماره گاما،

Abstract

In this educational article, first the difference between the mathematical con-
cpet of the real numbers, and the numbers which are the result of measurements
is discussed. We then deal with the effect of uncertainties, and the thumb rule of
least significant figures. Then, we discuss how to reprot measured and computed
quantities. Finally, we breifly discuss statistical uncertainlies.
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فهرستمطالب
٢ گزارشکنیم؟ رقم چند با را محاسبه یا یسنجش نتیجه ١

۴ ͳشتΎسران ی یΈقاعده ٢

۵ کمیˈت دو تفاضل̥ ٣

۶ مسئله چند ۴
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد. سقوط̃ ١-۴
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بین. یِ زاویه و ضل΄ دو :ͳمسˈاح ٢-۴
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بین. ضل΄̮� و زاویه دو :ͳمسˈاح ٣-۴
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خازن. یِ مشخصه زمانِ ۴-۴

١١ ͳتصادف یِ خطاها ۵

١٢ بیشتر یِ� مطالعه یِ برا پیشنهاد ۶

گزارشکنیم؟ رقم چند با را محاسبه یسنجشیا نتیجه ١
در ͳحقیق عددِ دارند. فرق م�ͳشوند ͳمعرف ریاضیات در که ͳی عددها با م�ͳرود کار به Έفیزی در که ͳی عددها
روش̥ .Ίگن و گویا، ،ͳطبیع یِ عددها است: آشنا آن با خواننده م�ͳکنم فرض من که است ی مفهوم ریاضیات

مثلا است. ͳدهده روش�ِ هم عددها نوشتن̥ متداولِ

1

2
= 0.5 = 0.49999 · · · = 0.49

1

3
= 0.3333333 · · · = 0.3

4

7
= 0.571428

π = 3.141592654 . . .

راستِ خط̃ از نقطه Έی است ͳکاف .ͳاقلیدس راستِ خط̃ و ͳحقیق یِ عددها بین̥ هست Έی به Έی ی تناظر
این از کنیم. انتخاب ( x = 1 ͳیعن) واحد عنوانِ به را نقطه Έی و ( x = 0 ͳیعن) مبداء عنوانِ به را ͳاقلیدس
ͳیعن است، درست هم قضیه این ع΋س̥ م�ͳشود. مشخص ͳحقیق عددِ Έی تنها و Έی با خط از نقطه هر بعد به

م�ͳکند. مشخص خط یِ رو را نقطه Έی تنها و Έی ͳحقیق عددِ هر
است. عدد یِ ͳریاض مفهوم̮ همان اول صورتِ م�ͳشوند. ظاهر صورت دو به ͳحقیق یِ عددها Έفیزی در
مساحتِ فرمولِ کنیم. روشن مثال Έی با را این است بهتر اند. سنجش حاصل̥ که است ͳی عددها دوم صورتِ

است: این کره
A = πD2

است کره قطرِ معمولا˦ چون امˈا م�ͳشود، نوشته شعاع حسبِ بر فرمول این معمولا˦ است. کره Dقطرِ جا این در که
Έی عنوانِ به فرمول، این کنیم. استفاده آن ش΋ل̥ همین از است بهتر م�ͳشود، سنجیده اندازه�گیری یِ وسیله با که
کره قطرِ و مساحت بین̥ ارتباط̃ فرمول این دارد. ͳریاض دقیق̥ اثباتِ که ͳمعن این به است، دقیق ͳریاض فرمولِ
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خواهد Ίگن ی عدد مساحت باشد، گویا ی عدد D اگر .Ίگن است ی عدد π فرمول این در م�ͳکند. بیان را
.π ِΊگن عددِ در D2 یِ گویا عددِ کردنِ ضرب ͳیعن آن کردنِ حساب که بود

قطرِ که م�ͳشود معلوم اندازه�گیری با کنیم. حساب را Ίپˇن �Ίپین توپِ Έی مساحتِ م�ͳخواهیم کنید فرض
و است، آمده دست به 0.02mm دقّتِ با کولیس Έی با عدد این است. D = 39.6mm Ίپˇن �Ίپین توپِ
مم΋ن م�ͳسازند مختلف یِ کارخانه�ها یا کارخانه Έی که ی مختلف یِ توپها خاص. توپِ Έی یِ برا البته
نباشد. کروی کاملا ی علت به است مم΋ن هم توپ این خودِ باشند. داشته فرق ی کم خاص توپ این با است
با کنید فرض فعلا̈ م�ͳگیریم. میانΎین� بعد و م�ͳسنجیم را قطر چند یا Έی که است ترتیب این به سنجش معمولا
که است این سؤال است. آمده دست به بالا عددِ ش قطر یِ برا خاص کولیس̥ این با که داریم کار و سر ی توپ
نیست. خوشتعریف ،ͳریاض یِ ͳمعن به توپ، این مساحتِ که است این ΁پاس است. قدر چه توپ این مساحتِ
برا که ͳی مثلثها ابعادِ آن در که ی فرآیند م�ͳکنند. تعریف حدگیری فرایندِ Έی با را مساحت ریاضیات در زیرا
Έی با اگر مثلا̈ کرد. چنین نم�ͳتوان واقعیˈت در م�ͳکند. میل صفر سمتِ به م�ͳرود کار به ΀سط زدنِ تخمین یِ
پس نیست. هموار وجه Ϳهی به که م�ͳشود معلوم بΎیریم، پˇنΊع΋س Ίپین توپِ ̮΀سط از ͳترون΋ال می΋روس΋پِ
بیاید. ی کار چه به است قرار بدهیم نسبت توپ این به م�ͳخواهیم که ی مساحت که بپرسیم خود از ابتدا باید
با و پنداشت، ،ͳریاض یِ ͳمعن به کره، Έی را Ίپˇن Ίپین توپِ م�ͳتوان معمول یِ کاربردها از ی بسیار یِ برا
کنیم. استفاده آمد بالاتر که ی فرمول از باید کرد. تعریف توپ یِ برا ی مساحت کره مساحتِ فرمولِ از استفاده

است. این م�ͳآید دست به که ی عدد کرد. حساب را مساحت م�ͳتوان حساب ماشین̥� Έی با

A = π (39.6)
2
= 4926.51993565mm2.

اما م�ͳنویسند. است قدر چه توپ این مساحتِ که پرسش این ̮΁پاس در دانشجویان اغلبِ که است ی عدد این
است: این کنند گزارش م�ͳرود انتظار که ی عدد

A = 4.927× 103 mm2 = 4.927× 101 cm2

بهتر آن از یا
A = 49.27± 0.05 cm2

مثلا̈ یا
A = 49.2(7) cm2

نداریم. اطمینان آنها به که است ͳی رقم�ها یِ دهنده نشان پرانتز نوشتن، ش΋ل این در که
یِ ͳمعن به عدد واق΄ در م�ͳآیند، دست به سنجش با که ͳی عددها که است این داشت یاد به باید که ای ن΋ته
عدد قطر این که است این م�ͳیابیم چه آن م�ͳسنجیم، را Ίپن Ίپین توپِ قطرِ ی وقت اند. بازه نیستند، ͳریاض
بازه این شعاع̮ [39.58, 39.62] mm یِ بازه در است ی عدد ی، عبارت به یا 39.6mm به Έنزدی است ی

دقّتِ که شده نوشته کولیس یِ رو که نحو این به شده، یادآور ما به کولیس یِ سازنده را این که است 0.02mm

مثلا̈ و شود، خوانده ابهام ͳب م�ͳخوانیم کولیس یِ رو که ی عدد اگر حتّا که کرد دقّت باید است. 0.02mm آن
نفر چند را عدد این اگر که ͳمعن این به بیاوریم، حساب به دقیق را عدد این نم�ͳتوانیم هم باز باشد، 39.6mm

را 39.6mm همین دقیقاً� آنها یِ همه که هست ی ضعیف بسیار بسیار احتمالِ بسنجند، مختلف کولیس̥� چند با
کنند. گزارش

که بیاوریم یاد به است. ساده آن ریاضیات م�ͳشود؟ محاسبه طور چه توپ مساحتِ یِ محاسبه یِ خطا

df =
df

dx
dx,

df

f
= d ln f(x)
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م�ͳکنیم. محاسبه

A = πD2 ⇒ dA

A
= d ln

(
πD2

)
= 2

dD

D

ایم، کرده استفاده 0.02mm دقّتِ با ی کولیس از چون و است، D = 39.6mm که م�ͳدانیم سنجش از
که م�ͳدانیم

dD = 0.02mm.

م�ͳگوییم. D سنجش̥ یِ ͳنسب یِ خطا زیر بˇعدِ ͳب کمیتِ به

dD

D
=

0.02mm

39.6mm
≃ 5× 10−4.

داریم Έاین

dA = 2A
dD

D
= 2× 49.3 cm2 × 0.02mm

39.6mm
≃ 5× 10−2 cm2

حسبِ (بر مساحت عددِ در ی΋ان رقم̮ این بر بنا است. 5mm2 حدودِ توپ این مساحتِ سنجش̥ دقّتِ که م�ͳبینیم
خطا برابرِ دو مساحت، سنجش̥ یِ خطا است، متناسب قطر مجذورِ با مساحت چون است. ͳمعن�ͳب مرب΄) میل�ͳمترِ

است، قطر سنجش̥ یِ ͳنسب یِ
dA

A
= 2

dD

D
.

کنیم. حساب هم را توپ این حجم̮ است خوب

V =
4

3
π R3 =

π

6
D3 = 3.252× 104 mm3 = 3.252× 101 cm2 = 32.52 cm3

بزنیم. تخمین هم را آن یِ خطا و

dV = 3V
dD

D
≃ 5× 10−2 cm3

بنویسیم. ش΋ل این به را آن است بهتر م�ͳنویسم، م΋عب سانت�ͳمترِ حسبِ بر را حجم ی وقت این، بر بنا

V = 32.52± 0.05 cm3

ش΋ل این به مثلا̈� یا
V = 32.5(2) cm3

است. نادقیق فوق مقدارِ در 2 رقم̮ که است این یِ دهنده نشان پرانتز اخیر، ش΋ل̥ این در

ͳشتΎسران ی یΈقاعده ٢

رعایت ͳشتΎسران یِ قاعده این داد. انجام ͳراحت به ͳشتΎسران یِ قاعده Έی با م�ͳتوان را بالا یِ محاسبه�ها
م�ͳکنیم ضرب هم در را سنجش از حاصل عددِ دو اگر که است این قاعده است. معن�ͳدار یِ رقم�ها تعدادِ کردنِ
با عدد Έی اگر مثلا̈ بنویسیم. اول عددِ دو معن�ͳدارِ یِ رقمها تعدادِ کمترین با را حاصل م�ͳکنیم، تقسیم هم بر یا
معن�ͳدار رقم̮ سه با را قسمت خارج̮ یا ضرب حاصل̥ معن�ͳدار، رقم̮ چهار با ی دیΎر و شده نوشته معن�ͳدار رقم̮ سه

بنویسیم.
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39.6mm مثل̥ ی، برخ اما اند. دقیق 4
3 یا π مثل̥ ی برخ اند. دسته دو م�ͳشوند ظاهر فرمولها در که ͳی عددها

معن�ͳدار رقم̮ سه با بالا عددِ مثلا̈ است. مهم معن�ͳدار یِ رقم��ها تعدادِ عددها این موردِ در اند. سنجش حاصل̥�
،39, 600µm یا 0.0396m بنویسیم باید بنویسیم، متر حسبِ بر را عدد همین بخواهیم اگر است. شده نوشته
حاصل̥ نوعاً (که را عددها این این بر بنا است. چند معن�ͳدار یِ رقم�ها تعدادِ که نیست ΀واض ش΋ل�ها این در که

مثلا م�ͳنویسیم. �ͳعلم نمادِ با اند) سنجش

D = 3.96× 10mm = 3.96 cm = 3.96× 10−2 m = 3.96× 10−5 km

یِ رقمها تعدادِ همیشه چیست؛ ایم کرده انتخاب که ی واحد که نیست مهم ش΋ل این در م�ͳبینید، که طور همان
برسانیم، توان به را عدد این م�ͳخواهیم اگر حال م�ͳشود. ظاهر 10N ضریبِ در که ͳی رقم�ها تعدادِ ͳیعن معن�ͳدار
پس معن�ͳدار. رقم̮ سه با ͳیعن بالا مثالِ موردِ در که م�ͳنویسیم، معن�ͳدار رقم̮ تعداد همین فقط با نیز را حاصل

داریم مثلا̈
D2 = 1.57× 101 cm2, D3 = 6.21× 101 cm3.

،n = 100 مثلا̈ است، بزرگ یΈعددِ n جا این در Dnکه با است متناسب که داریم کار و سر ی کمیˈت با اگر
یِ قاعده و است، قطر سنجش̥ یِ ͳنسب یِ� خطا برابرِ صد کمیˈت این سنجش̥ یِ ͳنسب یِ خطا صورت این در
گزارش معن�ͳدار رقم̮ ی کمتر تعدادِ با را کمیت این باید زیرا نم�ͳکند، کار معن�ͳدار یِ رقمها تعدادِ یِ ͳشتΎسران

برا و اند، سه و دو یِ مرتبه از ̥ͳی عددها نوعاً توانها م�ͳرود کار به Έفیزی در معمولا˦ که ͳی فرمولها در امˈا کرد.
م�ͳکند. کار خوب معن�ͳدار یِ رقمها تعدادِ یِ ͳشتΎسران یِ قاعده عددها این یِ

کمیˈت دو تفاضل̥ ٣

یِ قطرها با بΎیرید نظر در Ίپن Ίپین توپِ دو

D1 = 39.6± 0.02mm, D2 = 39.8± 0.02mm

یِ خطا به توجˈه با که م�ͳکنیم توجه ابتدا پرسش این به ΁پاس یِ برا است؟ قدر چه توپ دو این قطرِ اختلافِ�
است. زیر یِ بازه�ها در توپ دو این قطرِ که است این م�ͳدانیم چه آن قطر، سنجش̥

D1 ∈ [39.58, 39.62] mm, D2 ∈ [39.78, 39.82] mm.

است. زیر یِ بازه در اختلاف این که است این بΎوییم م�ͳتوانیم قطر دو این اختلافِ موردِ در چه آن ترتیب این به

∆D = D2 −D1 ∈ [39.78− 39.62, 39.82− 39.58] mm = [0.16, 0.24] mm.

بنویسیم. زیر ش΋ل̥ به م�ͳتوانیم را این که

∆D = (0.20± 0.04) mm.

سنجش̥ مطلق̥ یِ خطا برابرِ دو ͳیعن که است 0.04mm ،∆D کمیˈت، این سنجش̥ مطلق̥ یِ خطا که م�ͳبینیم
چیست؟ قطر اختلافِ سنجش̥ یِ ͳنسب یِ خطا قطر.

0.04mm

0.20mm
= 0.2 = 20%.
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کنیم. گزارش معن�ͳدار رقم̮ Έی از بیش با را شعاع دو این اختلافِ بخواهیم اگر است ͳمعن�ͳب کاملا̈ این بر بنا
.∆D = 0.20± 0.04mm یا ،∆D = 0.2 بنویسیم باید یا نیست. درست ∆D = 0.20 نوشتن̥ ͳیعن

است: اینها م�ͳآوریم دست به توپ دو این یِ برا که ͳی حجمها

V1 = (32.52± 0.05) cm3, V2 = (33.01± 0.05) cm3

است؟ قدر چه حجم دو این اختلافِ

∆V = V2 − V1 ∈ [0.40, 0.60] cm3

یا است بهتر نیست. درست 0.50 cm3 کردنِ گزارش نداریم. اطمینان هم ممیˈز از بعد رقم̮ او̷لین مقدارِ در حتّا
زیر. ش΋ل̥� به بهتر آن از یا کنیم، گزارش 0.(5) cm3

∆V = (0.5± 0.1) cm3.

است. ساده دقّت شدنِ کم این یِ ͳریاض یِ مبنا

d∆V

∆V
=

dV2 − dV1

V2 − V1
≤ | dV2 |+ | dV1 |

V2 − V1
=

2× 0.05 cm3

0.5 cm3
= 0.2

که نم�ͳدانیم زیرا dV2−dV1 = 0 بΎوییم نم�ͳتوانیم که است این کرد دقّت باید بالا یِ محاسبه در که ای ن΋ته
چون | dV2 | = 0.05 cm3 ͳیعن واق΄ در dV2 = 0.05 cm3 م�ͳنویسیم ی وقت اند. هم�علامت dV1 و dV2

ی. بیشتر حجم̮ یا آوریم دست به ی کمتر حجم̮ که شده باعث خطا نم�ͳدانیم

مسئله چند ۴

آزاد. سقوط̃ ١-۴

یِ گلوله Έی آزادِ سقوط̃ آزمایش̥ م�ͳشود، انجام Έی ̥ͳعموم ِΈفیزی آزمایشΎاه̃ در که ͳی آزمایشها از ی Έی
ای گلوله است. ساده بسیار آزمایش اساس̥ آورد. دست به را گرانش شتابِ م�ͳتوان آن ِΈکم به که است فلزی

داریم و م�ͳکند، ثبت زمانسن; Έی را سقوط زمانِ و م�ͳکند، سقوط h ارتفاع̮ از فلزˈی

h =
1

2
g t2 ⇒ g =

2h

t2

دقّتِ و dh را ارتفاع سنجش̥ دقّتِ سنجید. م�ͳتوان ی دقّت چه با را گرانش شتابِ ی آزمایش چنین با ببینیم
داریم که است ΀واض م�ͳنامیم. dt را زمان سنجش̥

dg

g
=

dh

h
− 2

dt

t
⇒

∣∣∣∣ dgg
∣∣∣∣ ≤ | dh |

h
+ 2

| dt |
t

ارتفاع اگر نیست. 5ms = 0.005 s از بهتر آزمایشΎاه�ها در معمول دیجیتالِ یِ زمانس;�ها با ͳزمانسنج دقَتِ
دقّتِ اگر حتّا است. 0.02 حدودِ 2 dt/t ترتیب این به و است، ثانیه نیم� حدودِ سقوط زمانِ باشد، متر Έی حدودِ
این با گرانش شتابِ سنجش̥ دقّتِ هم، باز dh/h ≃ 0.001 اگر ͳیعن باشد، میلیمتر Έی حدِ در ارتفاع سنجش̥
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C B

A

a = 73
19ο

b = 42

سیاه مثلثِ در C راس̥ یِ زاویه که است این در فقط سبز مثلثِ با است سیاه یش ضلعها که ی مثلث فرقِ :١ ش΋ل
خاکستری) یِ (ناحیه مثلث دو این مساحتِ تفاوتِ به است. سبز مثلثِ در C راس̥ یِ زاویه از بیشتر درجه دو
مساحت در ی زیاد نسبتا ی خطا به منجر راس ی زاویه سنجش̥ در درجه دو یِ خطا که این نتیجه کنید. توجه

دارد. ͳبسته�گ زاویه به خطا یِ اندازه م�ͳشود.

معقول جوابها یِ برا زیر یِ بازه باشد، 9.80m/s2 مقدارِ گرانش شتابِ اگر ͳیعن که است، 0.02 حدودِ آزمایش
است.

9.80× (1− 0.02) = 9.60m/s2, 9.80× (1 + 0.02) = 10.00m/s2

Έی دقّتِ با را متر دو ارتفاع̮ اگر م�ͳسنجند. را زمان 0.001 s دقّتِ با که داریم ͳی زمانسجها کنید فرض حالا
داریم وقت آن باشیم، سنجیده میلیمتر

dh

h
= 0.001,

dt

t
= 0.0015 ⇒ dg

g
≤ 0.004

است. معقول م�ͳآید دست به که ͳی جوابها یِ برا زیر یِ بازه باشد، g = 9.80m/s2 اگر ͳیعن که

gmin = 9.76m/s2, gmax = 9.84m/s2

م�ͳشوند. ی Έی دو هر م�ͳکنیم، گزارش معن�ͳدار رقم̮ دو با فقط را عدد دو این ی وقت که کنید دقت

g = 9.8m/s2

خیل�ͳوقتها که آن نتیجه نیست. ی درست کارِ معن�ͳدار رقم̮ دو از بیش با شتاب کردنِ گزارش مورد این در پس
سه با را زمان هم و طول هم خاص، موردِ این در نیست. درست معن�ͳدار یِ رقمها تعدادِ یِ ͳشتΎسران یِ قاعده
اطمینان آن رقم̮ دو به فقط م�ͳآوریم دست به شتاب یِ برا که یِ مقدار موردِ در امˈا ایم، سنجیده معن�ͳدار رقم̮
برآوردِ یِ محاسبه باید نظری، چه و ͳاهΎآزمایش چه ،Έفیزی یِ جدی کارِ Έی در نیست. دقیق سو̷م رقم̮ داریم.

کرد. گزارش را نتیجه آن اساس̥ بر و داد انجام را خطا

بین. یِ زاویه و ضل΄ دو :ͳمسˈاح ٢-۴

خط�کش فرضکنید گزارشکنیم. و اندازه�گیری را مثلث ش΋ل̥ به کاغذ یΈقطعه مساحتِ م�ͳخواهیم فرضکنید
فرض م�ͳسنجیم. را ضل΄ دو آن بین̥ یِ زاویه و ضل΄ دو درجه. دقّتِ با داریم ای نقاله� و میل�ͳمتر دقّتِ با داریم ی
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باشند. آمده دست به عددها این کنید

a = 73 cm, b = 42 cm, θ = 19◦

م�ͳشود. داده زیر یِ ساده فرمولِ با مثلت این مساحتِ

A =
1

2
a b sin θ

است: این م�ͳآید دست به فرمول این از استفاده با که ی عدد

A = 499.09598 cm2

داریم دیفرانسیل�گیری با
dA

A
=

da

a
+

db

b
+ cot θ dθ

داریم

da

a
=

0.1

73
= 0.00137,

db

b
=

0.1

42
= 0.00238, cot θ dθ = 2.90421×0.01745 = 0.05069

که است ΀واض .1◦ = 0.01745Rad که باشیم داشته یاد به باید آخر یِ محاسبه موردِ در

dA

A
≤ 0.05

ͳیعن این و است 5% روش این با مساحت سنجش̥ یِ ͳنسب دقّتِ ͳیعن که

dA = 499.096× 0.05 ≃ 25 cm2

A = صورتِ به مساحت کردنِ گزارش این بر بنا است. [474, 524] cm2 یِ بازه در ی عدد مساحت ͳیعن
صورتها از Έی به را آن است بهتر نیست. درست آمده�، دست به دقیق یΈضربِ از که چند هر ،499.096 cm2

کنیم. گزارش زیر یِ

A = 499± 25 cm2 A = 5(00) cm2, A = 5× 102 cm2

بین. ضل΄̮� و زاویه دو :ͳمسˈاح ٣-۴

که م�ͳدانیم بسنجیم. آن مجاورِ یِ زاویه دو و ضل΄ Έی سنجیدنِ با را مثلث Έی مساحتِ م�ͳخواهیم کنید فرض
است. برقرار زیر روابط̃

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
, α = π − β − γ

A =
1

2
a c sinβ =

1

2
a

(
a
sin γ

sinα

)
sinβ =

1

2
a2

sinβ sin γ

sin(β + γ)
=

1

2
a2 f(β, γ)

داریم که داد نشان م�ͳتوان مشتق�گیری با

dA

A
= 2

da

a
− csc2 β dβ + csc2 γ dγ

cotβ + cot γ
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β γ

α

a

bc

A

B C

معلوم γ و β و a اگر آورد. دست به را مثلث مساحتِ م�ͳتوان دو آن بین̥ ضل΄̮ طولِ و زاویه دو دانستن̥ با :٢ ش΋ل

است. A =
1

2
a2

sinβ sin γ

sin(β + γ)
مثلث مساحتِ باشند،

باشند. آمده دست به زیر یِ عددها سنجش Έی در کنید فرض

β = 58◦, γ = 63◦, dβ = dγ = 1◦ = 0.02Rad, a = 76.3m, da = 0.1m

داریم که م�ͳشود معلوم محاسبه با

2
da

a
≃ 0.002,

df

f
≃ 2.34× 0.02 ≃ 0.05

است. 5% حدودِ خطا این و است، زاویه�ها سنجش̥ در خطا از ͳناش خطا یِ عمده که م�ͳشود معلوم جا این از که
م�ͳآوریم دست به حساب ماشین̥ با کنیم. حساب م�ͳتوانیم را مساحت

A =
1

2
(76.3)

2 sin 58◦ × sin 63◦

sin(58◦ + 63◦)
= 2565.98937m2

است. زیر یِ مرتبه از آن یِ خطا زیرا ندارد، ͳمعن زیرا کنیم، گزارش ش΋ل این به نباید را عدد این اما

dA ≃ 2570× 0.05 ≃ 130m2.

م�ͳنویسیم: پس
A = (2.56± 0.13)× 103 m2.

کنید فرض است. جالب زیر یِ حدّی حالتِ

a = 10.000m, da = 1mm, β = γ = 88◦, | dβ | = | dγ | = 1◦

م�ͳآید: دست به آمد بالا در که ͳی فرمولها یِ محاسبه با

A = 286.36253m2, dA ≃ 140m
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یِ قائمه به Έنزدی یِ زاویه دو و کوچ΋تر ضل΄̮ طولِ سنجش̥ با را دراز مثلثِ Έی مساحتِ بخواهیم اگر :٣ ش΋ل

م�ͳبینیم، که ی ش΋ل موردِ در است. حساس ͳزاویه�سنج دقّتِ به شدّت به سنجش که کنیم دقّت باید بسنجیم، آن
مثلثِ در قاعده با ساقها یِ زاویه ش΋ل، این در است. مشترک دو هر یِ قاعده و اند متساوی�الساقین مثلث دو هر

است. 88◦.5 است) سبز مثلثِ زیرِ آن از ی بخش (که خاکستری مثلثِ در و 87◦ سبز

کنیم. گزارش ش΋ل این به را دراز مثلثِ این مساحتِ باید پس خطا. 50% حدودِ ͳیعن

A = (3.0± 1.5)× 102 m2.

با و دهیم انجام خطا برآوردِ Έی حتماً باید داریم، کار و سر زاویه با ی وقت که م�ͳدهد نشان ͳخوب به نمونه این
داریم کار و سر زاویه�ها با ی وقت معن�ͳدار یِ عددها یِ ͳشتΎسران یِ قاعده کنیم. گزارش را نتیجه آن به توجه
2% دقّتِ با را زاویه�ها و معن�ͳدار، رقم̮ پن; با را طول دیدیم، Έاین هم که ی مثال موردِ در نم�ͳکند. عمل خوب

بزنیم! تخمین 50% دقّتِ با م�ͳتوانیم فقط را مساحت امˈا م�ͳدانیم،

خازن. یِ مشخصه زمانِ ۴-۴

کنیم، وصل هم به ولتمتر) Έی یِ ͳدرون مقاومتِ (مثلا̈� مقاومت Έی با را شده پˇر خازنِ Έی یِ پایانه دو اگر
برابرِ t0 = 0 یِ لحظه در خازن سرِ دو پتانسیل̥ اختلافِ اگر که داد نشان م�ͳتوان م�ͳکند. شدن ͳخال به شروع

م�ͳشود. داده زیر فرمولِ با t یِ لحظه در باشد، بوده V0

V (t) = V0 e
−t/τ , τ = RC

در که آزمایش Έی بسنجیم. را τ م�ͳخواهیم کنید فرض است. خازن ظرفیتِ C و مقاومت R جا این در که
ͳیعن عملا̈ (که دهیم قرار مدار در بعد و کنیم، پˇر را خازن ابتدا که است این م�ͳشود انجام ٢ ِΈفیزی آزمایشΎاه̃
t و ،V (t) ،V0 م�ͳشوند سنجیده که ͳی کمیˈت�ها کنیم). وصل ولتمتر به و کنیم قط΄ باطری از را آن طرفِ دو
با و ͳمعمول کرونومترِ Έی با اگر ،ͳزمانسج است. 0.1V حدودِ معمولا˦ پتانسیل اختلافِ سنجش̥� دقّتِ� است.
حدِ در ی دقّت با را کرونومتر یِ رو یِ عددها م�ͳتوان چند (هر ندارد. 1 s از بهتر ی دقّت شود، انجام دست
نیم دارد؛ ثانیه نیم حدِ در ͳی خطا دست، با کرونومتر کردنِ وصل و قط΄ که است جا این ن΋ته خواند. ثانیه دهم̮

بزنیم. تخمین را τ سنجش̥ دقّتِ م�ͳخواهیم حالا وصل.) در ثانیه نیم و قط΄، در ثانیه
فرمولها ابتدا

V = V0 e
−t/τ ⇒ τ = − t

lnV − lnV0

dτ

τ
=

dt

t
− d lnV − d lnV0

lnV − lnV0∣∣∣∣ dττ
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ dtt

∣∣∣∣+
∣∣ dV

V

∣∣+ ∣∣∣ dV0

V0

∣∣∣∣∣∣ ln( V
V0

) ∣∣∣
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dt

t
≃ 1

20
= 0.05,

∣∣∣∣ dVV
∣∣∣∣ ≃ ∣∣∣∣ dV0

V0

∣∣∣∣ ≃ 0.1V

4V
≃ 0.03

dτ

τ
≃ 0.1 = 10%

کرد. گزارش زیر اش΋الِ از ی Έی به باید را جواب آید، دست به τ یِ برا 67 s مثلا̈ زمانِ اگر ابزارها این با ͳیعن

τ = 67± 7 s, τ = 7× 101 s.

برا که را یِ مقدار م�ͳدانیم. 0.001 مثلا̈ ی، خوب دقّتِ با را t و ،τ ،V0 شد، گفته که ی مدار در کنید فرض
م�ͳزنیم تخمین را خطا کنیم؟ گزارش باید ی دقّت چه با کنیم محاسبه م�ͳتوانیم V (t) یِ

V (t) = V0 e
−t/τ ⇒ lnV = lnV0 −

t

τ

dV

V
=

dV0

V0
− dt

τ
+

t dτ

τ2
≤

∣∣∣∣ dV0

V0

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ dtτ
∣∣∣∣+ t

τ
·
∣∣∣∣ dττ

∣∣∣∣ ≤ 0.001 + 0.001 + 0.001× t

τ

داریم باشد، τ برابرِ پن; مثلا̈ t اگر که ∣∣∣∣م�ͳبینیم dV0

V0

∣∣∣∣ ≤ 0.007 ≃ 0.01 = 1%

بهتر ی دقّت با را V (t) مقدارِ نم�ͳتوانیم اما م�ͳدانیم، 0.1% دقّتِ با را τ و ،t ،V0 کمیˈتِ سه هر هرچند ͳیعن
کنیم. گزارش 1% از

ͳتصادف یِ خطاها ۵

جرم لوبیا یِ دانه هر بΎیرید. نظر در را لوبیا یِ دانه�ها مثلا̈ دارد. آماری ی ماهیˈت کمیˈت�ها از ی بسیار سنجش̥
به�دردبخور چندان کمیˈتِ لوبیاها ِΈت Έت جرم̮ امˈا سنجید. دقیق یِ ترازو Έی با م�ͳتوان که دارد مشخص ی
فرض است. ی به�دردبخورتر کمیˈتِ لوبیاها جرم̮ میانΎین̥ داریم، کار و سر لوبیا ی زیاد تعدادِ با اگر نیست. ی

آوریم. دست به ͳساده�گ به نسبتاً را میانΎین جرم̮ م�ͳتوانیم باشیم. داشته لوبیا یِ دانه N شامل̥ ای بسته کنید

m =
1

N

N∑
i=1

mi

زیر: کمیˈتِ ͳیعن لوبیاها این جرم̮ واریانس̥ یا ،ͳوردای

varm =
1

N

N∑
i=1

(mi −m)
2

است ی معیار لوبیاها جرم̮ معیارِ انحرافِ م�ͳشود. داده نشان σ با معمولا˦ و دارد نام معیار انحرافِ واریانس جذرِ
باید م�ͳکنیم، گزارش را کمیˈت Έی میانΎین̥ ی وقت همواره میانΎین. مقدارِ از لوبیاها جرم̮ مقدارِ انحرافِ از

است. آمده دست به عددها این لوبیا ی تعداد جرم̮ سنجش̥ Έی در مثلا̈، کنیم. گزارش هم را آن معیارِ انحرافِ

m = 0.398 g, σ = 0.098 g.
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را ی کمیˈت وقت هر اند.) شده ی Έی تصادف به کاملا̈ کمیˈت، دو این در ممیˈز از پس سوم̮ و دوم یِ (رقم�ها
کنیم. گزارش را آن معیارِ انحرافِ و میانΎین باید سنجیدیم، آزمایش ت΋رارِ با

زیر مشخصاتِ با ͳی نخودها و بالا، مشخصاتِ با ͳی لوبیاها شامل̥ داریم ای بسته کنید فرض اکنون

m′ = 0.412 g, σ = 0.108 g.

مجموع̮ بسته�ها این جرم̮ میانΎین̥ باشد. نخود Έی و لوبیا Έی کدام هر در که کنیم درست ͳی بسته�ها کنید فرض
است. نخود جرم̮� میانΎین̥ و لوبیا جرم̮ میانΎین̥

M = m+m′.

ͳیعن این که است، نخود و لوبیا یِ جرم�ها واریانس̥ مجموع̮ بسته�ها، این جرم̮ واریانس̥ که داد نشان م�ͳتوان

varM = varm+ varm′ ⇒ σM =
√

σ2 + (σ′)2 = 0.146 g

ببینید. [1] در مثلا احتمال، و آمار یِ کتابها در م�ͳتوانید را این اثباتِ

بیشتر یِ� مطالعه یِ برا پیشنهاد ۶

تیلُر کتابِ م�ͳآید. ،ͳشیم یِ آزمایش�گاه�ها خصوص به آزمایش�گاه��ها، یِ جزوه�ها و کتابها در بیشتر مطالب این
است. مورد این در ی کامل کتابِ [2]
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