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چ΋یده

مثال چند ͳبررس با را ͳهمیلتون و لاگرانژی فرمول�بندی�های در حرکت وثابت�های تقارن میان رابطه�ی
انتΎرال�پذیری مفاهیم ترتیب همین به م�ͳکنیم. ارائه ͳمقدمات حد در را ͳکل فرمول�بندی و م�ͳکنیم بیان ساده
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فهرستمطالب

٢ مقدمه ١

٣ نوتر تقارن�های ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان در انتقال تقارن ٢-١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خیز و انتقال تحت تقارن ٢-٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳهمیلتون فرمول�بندی در حرکت ثابت�های ٢-٣

١٠ ابرانتΎرال�پذیری و انتΎرال�پذیری ٣
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کپلر: مسأله�ی و مرکزی نیروی ٣-١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جداپذیر دست�گاه�های ٣-٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت ثابت�های استقلال ٣-٣

١۴ ͳقدردان ۴

مقدمه ١

یΈمسأله تقارن�های و حرکت ثابت�های میان رابطه�ی ͳبررس م�ͳگیرد قرار مطالعه مورد مقاله این در که ͳموضوع
با متناظر سرتاسری تقارن هر قضیه، این اساس بر م�ͳشود. بیان نوتر قضیه�ی با دقیق به�طور که ͳموضوع است؛
است آمده [٢ ،١] مراج΄ در مثلا̈ که را قضیه این ͳکل صورت�بندی مقاله این در ما است. حرکت ثابت Έی
م�ͳآید. کار به Έکلاسی Έفیزی متعارف مسائل بیشتر در که م�ͳکنیم ارائه را صورت�بندی�ای بل΋ه نم�ͳآوریم،
فهمیدن برای است. فضا در انتقال تحت کنش تقارن نتیجه�ی ͳخط ت΋انه�ی ͳΎپایست قانون که دید خواهیم مثلا̈
نقاط همه�ی نشود وارد ذره به ͳنیروی اگر بΎیرید. نظر در را x راستای mدر جرم به ذره Έی حرکت موضوع این
م�ͳکنند. فرق هم با x محور مختلف نقاط کند، حرکت پتانسیل Έی در ذره اگر ͳول هستند. ارز هم x محور
هم شبیه x محور نقاط همه�ی اگر است. نقاط آن در پتانسیل تاب΄ مقدار تفاوت از ͳناش ساده، ͳخیل تفاوت، این
Έفیزی در تغییری کار این و داد انتقال چپ یا راست به ͳدلخواه اندازه�ی هر به را دستΎاه مبدأ م�ͳشود باشند،
و نم�ͳشود وارد ذره به ͳنیروی باشد، ͳثابت عدد پتانسیل اگر که م�ͳدانیم دیΎر طرف از نم�ͳکند. ایجاد دست�گاه

است. پایسته� ت΋انه نتیجه در
انرژی مسأله این در نیست. پایسته ت΋انه و داریم نیرو ͳیعن نیست، ثابت پتانسیل که کنید فرض حالا
تقارن از ͳناش ͳ΋انی΋م انرژی ͳΎپایست است. پایسته است، پتانسیل انرژی و ͳجنبش انرژی جم΄ که ،ͳ΋انی΋م
معادله�ی که کنید توجه دارد، تقارن زمان در انتقال تحت مسأله این که این فهمیدن برای است. زمان در ͳانتقال
و است زمان به نسبت م΋ان دوم مشتق شتاب م�ͳدهد. ربط شتاب در جرم حاصل�ضرب به را نیرو نیوتن، حرکت
ͳصریح تاب΄ هم نیرو و باشد ثابت زمان در ذره جرم اگر ندارد. ͳΎبست زمان مبدأ انتخاب به مقدارش نتیجه در

است. مسأله تقارن زمان، در انتقال نباشد، زمان از
انرژی ͳΎپایست قانون و اند پایستار باشند، م΋ان از ͳتابع فقط نیروها اگر ی�Έبعدی حرکت در ترتیب این به
مانند نباشد حرکت ثابت هم ͳ΋انی΋م انرژی ͳول نباشد زمان از ͳصریح تاب΄ نیرو است مم΋ن البته است. برقرار

اصط΋اک. نیروی
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(Έکلاسی میدان�های (مثلا̈ دست�گاه Έی بر حاکم مؤثر) یا و (بنیادی ͳ΋دینامی معادلات ،ͳکل حالت در
ͳدست�گاهΈدینامی فرضکنید مثال برای م�ͳآید. دست به کنش کم�ترین اصل از بل΋ه نیوتن معادلات از لزوماً نه

معادله�ی با
mẋ ẍ− f(x) = 0,

در ͳ΋انی΋م انرژی نظیر ͳکمیت چه است. متقارن زمان در انتقال تحت دست�گاه این است. شده داده
کرد؟ تعریف آن برای م�ͳشود ͳنیوتن Έانی΋م

ͳهمیلتون یا لاگرانژی برای�شان م�ͳتوان که م�ͳکنیم صحبت ͳدست�گاه�ی مورد در عمدتاً ما مقاله این در
بخش در شد. خواهد ارائه نیز نوشت لاگرانژی آن�ها برای نم�ͳتوان که ͳدست�گاه�های از ͳمثال�های البته نوشت.
ͳروشن برای هرچند م�ͳکنیم. ارائه را پایسته کمیت�های با ارتباط�شان و تقارن�ها ͳکل صورت�بندی مقاله این اول
م�ͳدهیم. انجام آزاد ذره�ی یا ساده Ίهماهن نوسان�گر مثل ساده�ای مسأله�های حل چارچوب در را کار این بحث
آزاد حرکت مسأله�ی نمونه برای م�ͳکنیم. ͳبررس را ابرانتΎرال�پذیری و انتΎرال�پذیری مفهوم دوم بخش در
را آن سرنوشت بدانیم را دستΎاه ͳجنبش انرژی و اولیه م΋ان اگر بΎیرید. نظر در را x محور روی ذره Έی
نه و است معلوم حرکت مسیر فقط آن بدون است، لازم هم اولیه سرعت جهت دانستن (البته کرده�ایم مشخص
نشان جلوتر است.١ زمان در ͳانتقال تقارن نتیجه�ی انرژی ͳΎپایست که دیدیم آزاد ذره�ی برای حرکت). جهت
ترتیب این به است. گالیله خیز تبدیل تحت تقارن نظیر پایسته�ی «بار» عمل، در ذره اولیه�ی م΋ان که م�ͳدهیم
م�ͳگویند. ابرانتΎرال�پذیر ͳدست�گاه چنین به دارد. بقادار کمیت دو دارد، آزادی درجه�ی Έی که دست�گاه این
تقارن و ͳانتقال تقارن ،ͳکل حالت در صورت، این در باشد. نیرو Έی اثر تحت ذره این که کنید فرض حالا
این به حرکت. ثابت Έی و داریم آزادی درجه�ی Έی ترتیب این به دارد. بقا ͳ΋انی΋م انرژی فقط و نداریم خیز

م�ͳگویند. انتΎرال�پذیر مسأله
پایسته کمیت�های و تقارن�ها رابطه�ی بعدی بخش در است. قرار این از مقاله این در مطالب ارائه�ی ترتیب
بخش در م�ͳکنیم. ͳبررس را خیز و انتقال مثل ͳتقارن�های سپس و زمان در انتقال تقارن ابتدا م�ͳکنیم. مطالعه را
با صرفاً مقاله این که کند توجه باید خواننده م�ͳکنیم. مرور را ابرانتΎرال�پذیری و انتΎرال�پذیری مفاهیم سوم
به به�ویژه تعمیم، قابل ͳراحت به که شده ارائه به�نحوی فرمول�بندی هرچند است. شده نوشته موضوع ͳمعرف هدف
[٢ ،١] مراج΄ به بیشتر جزئیات دیدن برای خواننده که م�ͳکنیم پیش�نهاد باشد. ،Έکلاسی میدان�های نظریه�ی

کند. مراجعه سوم بخش برای [٣] مرج΄ و دوم بخش برای

نوتر تقارن�های ٢

زمان در انتقال تقارن ٢-١

است، قرار این از k فنرِ ثابتِ و m جرم̮ به ساده�ای ِΊهم�آهن نوسان�گرِ معادله�یِ

mẍ+ k x = 0 , (1)

آن در که

ẋ =
d x

dt
. (2)

انرژی همان مسأله این در ͳ΋انی΋م انرژی که آنجا از است. ت΋انه ͳΎپایست معنای به که داریم هم ͳانتقال تقارن آزاد ذره�ی مسأله�ی ١در

نیست. ت΋انه از ͳمستقل کمیت انرژی است، ͳجنبش
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رابطه�یِ با که ͳ΋انی΋م انرژیِ مسأله این در

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
k x2 (3)

م�ͳکند تغییر زمان با E آیا ببینیم است ͳکاف ادعا این ̥ͳدرست تحقیق̥ برایِ است. حرکت ثابتِ م�ͳشود، داده
باشد، صفر باید آن ̥ͳزمان مشتق̥ باشد، حرکت ثابتِ E اگر نه. یا

Ė = ẋ (mẍ+ k x) = 0. (4)

فرمول�بندی در م�ͳشود را نتیجه این کرده�ایم. استفاده (1) حرکتِ معادله�یِ از دوم تساوی آوردن دست به در
صورت این به م�ͳشود را ساده ِΊهم�آهن نوسان�گرِ لاگرانژیِ آورد. دست به نوتر اتحادِ از استفاده با و لاگرانژی

نوشت،

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − 1

2
k x2 (5)

با که آن نظیرِ اویلر-لاگرانژِ معادله�یِ که است این داریم لاگرانژی این نوشتن برایِ که ͳدلیل )تنها
d

dt

∂

∂ẋ
− ∂

∂x

)
L(x, ẋ) = 0 (6)

صورتِ به جدید جمله�یِ Έی لاگرانژی این به اگر م�ͳشود. (1 ) نیوتن حرکتِ معادله�یِ هم�ارزِ م�ͳشود داده
کنیم، اضافه زیر

L(x, ẋ) → L′(x, ẋ) = L(x, ẋ) +
d

dt
F (x) (7)

معادله�یِ ͳیعن است، خوب هم هنوز لاگرانژی این باشد، م΋ان از ͳدل�خواه مشتق�پذیرِ تاب΄̮ F (x) آن در که
که چرا م�ͳدهد را (1 ) درستِ حرکتِ

d

dt
F (x) = ẋ

d

dx
F (x) (8)

نتیجه در )و
d

dt

∂

∂ẋ
− ∂

∂x

)(
ẋ
d

dx
F (x)

)
= 0 . (9)

زمان در انتقال تقارنِ مسأله این در که دید م�ͳتوان آمد خواهد ͳپ در که (21) و (11 ) معادله�های Έبه�کم
است، ناوردا زیر تبدیل̥ تحتِ ساده ِΊهم�آهن نوسان�گرِ مسأله�یِ ͳیعن است. نوتری تقارنِ

t → t′ = t+ ϵ (10)

x(t) → x′(t′) = x(t) (11)

تبدیل این تحتِ است. Έکوچ ب�ͳنهایت ثابتِ Έی ϵ آن در که

δx(t) = x′(t)− x(t) = x(t− ϵ)− x(t) = −ϵẋ+ O(ϵ2) (12)
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مرتبه از ͳول آیند ͳم دست به x(t − ϵ) تیلور بسط از که است دیΎری جمله�های O(ϵ2) از منظورمان و
عبارتِ با تقارن این نظیرِ پایسته�یِ بارِ نوتر، قضیه�یِ طبق̥ هستند. ϵ بالاترِ ی�های

Q = (δϵx)
∂

∂ẋ
L(x, ẋ) + L(x, ẋ) (13)

آن در که م�ͳشود داده

δϵx = lim
ϵ→0

x′(t)− x(t)

ϵ
= −ẋ (14)

خوب ͳول نوشته�ایم نوتر قضیه�یِ ̥ͳعموم صورت�بندیِ از را نتیجه این ما هرچند .Q = −E که است معلوم
زیر رابطه�یِ با ساده ِΊهم�آهن نوسان�گرِ کنش̥ م�ͳآید. دست به چطور نتیجه این خاص مثالِ این در ببینیم است

م�ͳشود، داده

S =

∫ tf

ti

dτL(x, ẋ, τ) (15)

داریم، زمان در انتقال تبدیل̥ از بنابراین، م�ͳدهند. نشان را حرکت پایان و آغاز زمانِ tf و ti آن در که

δS =

∫ t′f

t′i

dτL(x′(τ), ẋ′(τ), τ)−
∫ tf

ti

dτL(x(τ), ẋ(τ), τ)

= δ1S + δ2S (16)

آن در که

δ1S =

(∫ tf+ϵ

ti+ϵ

dτ −
∫ tf

ti

dτ

)
L(x, ẋ) = ϵ(Lf − Li) + O(ϵ2) (17)

لاگرانژی مقدارِ هم، Lf و Li از منظور و آمده دست به کنش پایین̥ و بالا کرانِ در تغییر از که است جمله�ای
هم�چنین، است. مسیر پایانِ و آغاز در

δ2S =

∫ tf

ti

dτ

(
δx

∂L

∂x
+ δẋ

∂L

∂ẋ

)
=

∫ tf

ti

dτ
d

dt

(
δx

∂L

∂ẋ

)
(18)

کرده�ایم. استفاده (6 ) اویلر-لاگرانژ معادله�یِ از دوم تساویِ آوردنِ دست به در که
̥ͳبسته�گ لاگرانژی اگر که است روشن کنیم. آش΋ارتر را ͳزمان انتقالِ تقارنِ معنای که است ͳمناسب زمانِ حالا

داریم (16 ) معادله�یِ در آن�گاه باشد، نداشته زمان به ͳصریح

∫ t′f

t′i

dτ ′L(x′(τ ′), ẋ′(τ ′)) =

∫ tf

ti

dτL(x(τ), ẋ(τ)) (19)

داریم (11 ) تعریف اساس بر چراکه

L(x′(t′), ẋ′(t′)) = L(x(t), ẋ(t)) , (20)
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نتیجه در و

δS = 0. (21)

همان�طور ͳول کرده�ایم عوض را انتΎرال�گیری متغیرِ نام̮ فقط ،(19 ) معادله�یِ چپِ سمتِ جمله�یِ نوشتن̥ در
که است ΀واض کرده�ایم. استفاده (11 ) تعریفِ از آن راست سمت� نوشتن̥ و تساوی آوردنِ دست به در گفتیم، که
جمله�یِ شامل̥ (5 ) بر علاوه که بودیم نوشته را f(t) ̥ͳخارج نیرویِ با واداشته نوسان�گرِ Έی لاگرانژیِ اگر مثلا̈

Lf = f(t)x (22)

انتقال تقارنِ واداشته نوسان�گرِ برایِ که است معنا این به دقیقاً این نبود. برقرار دیΎر (20 ) تساویِ بود، نیز
نداریم. را م�ͳشود داده (11 ) با که زمان در

آن�گاه δS = 0 اگر که است معلوم (18 ) و (17 ) معادلاتِ )از
(δϵx)

∂L

∂ẋ
+ L

)
f

=

(
(δϵx)

∂L

∂ẋ
+ L

)
i

(23)

است. f تا i از مسیر طولِ در ،(13 ) Q نوترِ بارِ بقایِ معنایِ به این که
Έی معادله�ی است، زمان از ͳصریح تاب΄ �آن�ها لاگرانژی که ͳدست�گاه�های از دیΎر مثال Έی به�عنوان

بΎیرید: نظر در را میرا نوسان�گر

mẍ+ bẋ+ kx = 0 , (24)

م�ͳآید دست به زیر کنش از حرکت معادله�ی این

S =

∫
dt e

b
m t

(
1

2
mẋ2 − 1

2
k x2

)
. (25)

زیرا نیست برقرار (20) تساوی مورد، این در که م�ͳبینیم ͳروشن به

L(x′(t′), ẋ′(t′)) = eb/m(t′−t)L(x(t), ẋ(t)) .

خیز و انتقال تحت تقارن ٢-٢

مسأله�یِ مثال عنوانِ به است. کارآمد ͳخیل مسأله تقارن�هایِ نظیرِ بقادارِ کمیت�های یافتن̥ در لاگرانژی فرمول�بندیِ
تقارنِ و ͳانتقال تقارنِ دست�گاه این بΎیرید. نظر در را بعدی) Έی آزادِ (ذره�یِ آزادی درجه�یِ Έی با آزاد ذره�یِ

م�ͳشوند، داده زیر روابط با ترتیب به که دارد گالیله�ای خیزِ

x(t) → x′(t′) = x(t) + ϵ (26)

t → t′ = t (27)

و است، Έکوچ ب�ͳاندازه انتقالِ پارامترِ ϵ آن در که

x(t) → x′(t′) = x(t) + vt

t → t′ = t (28)
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ناظرِ به نسبتِ (x′, t′) دست�گاه̃ ناظرِ سرعتِ واق΄ در v است. Έکوچ ب�ͳاندازه خیزِ پارامترِ v آن در که
با ͳیعن حرکت�اش معادله�یِ با مسأله که ͳنیوتن فرمول�بندیِ در است. (x, t) دست�گاه̃

m
d2

dt2
x(t) = 0 (29)

که چرا هستند، مسأله تقارن تبدیلات این دویِ هر که است ΀واض م�ͳشود داده

m
d2

dt′2
x′(t′) = m

d2

dt2
x(t) = 0. (30)

(بارِ) کمیتِ که نم�ͳشود معلوم فرمول�بندی این در اما نم�ͳدهند. تغییر را حرکت معادله�یِ تبدیلات این ͳیعن
بارِ و م�ͳشود داده نوتر رهیافتِ با پایسته کمیتِ این لاگرانژی، رهیافتِ در چیست. تقارن دو این نظیر پایسته�یِ

دارد. نام نوتر
بنویسیم، را دست�گاه این لاگرانژیِ اگر م�ͳکنیم. شروع ͳانتقال تقارنِ با

L =
1

2
mẋ2 (31)

انتقال تبدیل̥ تحتِ آن�گاه

δx = ϵ δẋ = 0 (32)

نتیجه در و

δS =

∫ tf

ti

δẋ
∂L

∂ẋ
= 0 (33)

Έی تبدیل این نتیجه در و نم�ͳکند تغییر انتقال تبدیل̥ تحتِ حرکت معادله�یِ است. روشن رابطه این معنایِ
پایسته، کمیتِ ،ͳانتقال تقارنِ موردِ در که م�ͳدانیم نوتر قضیه�یِ از وقت آن است. مسأله تقارنِ

Q = (δϵx)
∂L

∂ẋ
= mẋ (34)

این�جا در که کرده�ایم استفاده (14 ) تعریفِ از دوم تساوی آوردنِ دست به در است. دست�گاه ت΋انه�یِ همان
م�ͳشود، داده زیر صورتِ به

δϵx = lim
ϵ→0

x′(t)− x(t)

ϵ
= 1 (35)

آورده�ایم (34 ) در که آن�چه با نوشته�ایم (13 ) در Q نوترِ بارِ برای که ͳعبارت چرا که بپرسید است مم΋ن
م�ͳکرد تغییر t پارامترِ آن در که نوشتیم ͳتبدیل برای را نوتر بارِ (13 ) در که است این تفاوت این علتِ دارد. فرق
آمده (13 ) معادله�یِ در که L(x, ẋ) جمله�یِ م�ͳکنیم یادآوری نم�ͳکند. تغییری t انتقال تبدیل̥ در که ͳحال در
انتΎرال�گیری حدودِ در تغییر واسطه�یِ به کنش وردش̥ از ͳناش که م�ͳآمد δ1S از نم�ͳشود دیده (34 ) در ͳول

بود.



i
i

#٨ — ٨ page — ١٧:٢٣ — ٢٠١٣/٢/٢۵ — “A١٢٧” i
i

i
i

i
i

Gamma, no. 25, art. 1 (Winter 2013), v. 1 (1 Mar 2013) page 8 of 14

م�ͳکند تغییر زمان پارامترِ ͳاول در است. متفاوت ͳزمان انتقالِ تقارنِ با ͳانتقال تقارنِ بینید ͳم که همان�طور
که ͳحال در ببینید) را (12 ) و (11 ) (روابط̃ م�ͳشود ͳناش آن از دست�گاه) آزادیِ درجه�یِ ͳیعن) x وردش̥ و
حرکت معادله�یِ ̥ͳتفاوت�ͳب معنایِ به تقارن و نم�ͳکند تغییری t پارامترِ دست، این از ͳتقارن هر یا ͳانتقال تقارنِ در
بیش�ترِ شدنِ روشن برایِ اند. مسأله آزادیِ درجاتِ نماینده�یِ که است ͳمیدان»های» در ویژه�ای تغییرِ به نسبتِ

م�ͳکنیم. محاسبه نیز را (34 ) نوترِ بارِ ما موضوع
تبدیل̥ تحتِ اگر قضیه:

x(t) → x′(t) = x(t) + ϵϕ(t, x)

t → t′ = t (36)

کند تغییر زیر ش΋ل به لاگرانژی

L(x′, ẋ′) = L(x, ẋ) + ϵ
d

dt
F (t, x) (37)

کمیت آن�گاه

Q = δx
∂L

∂ẋ
− ϵF (t, x) . (38)

است. پایسته حرکت طولِ در
.Q̇ = 0 آن�گاه باشد برقرار (6 ) اویلر-لاگرانژ معادله�یِ اگر دهیم نشان است ͳکاف قضیه این اثبات برای

Q̇ = δẋ
∂L

∂ẋ
+ δx

d

dt

∂L

∂ẋ
− ϵ

d

dt
F (x)

= δẋ
∂L

∂ẋ
+ δx

∂L

∂x
− δL

= 0 (39)

کرده�ایم. استفاده (37 ) فرض̥ و (6 ) اویلر-لاگرانژ معادله�یِ از دوم تساویِ نوشتن̥ در که
آورد دست به ͳعموم ش΋ل̥ به را F (t, x) و ϕ(t, x) رابطه�یِ م�ͳشود (37 ) و (36 ) روابط̃ مقایسه�یِ با

ϕ
∂L

∂x
+ ϕ̇

∂L

∂ẋ
=

d

dt
F , (40)

انتقال تبدیل̥ موردِ در م�ͳکنیم. مطالعه را آزاد ذره�یِ برایِ خیز و انتقال تبدیل�هایِ حالا

δL = mẋ δẋ = 0 (41)

خیز، تبدیل̥ موردِ در م�ͳشود. داده (34 ) رابطه�یِ با نوتر بارِ پس .F (x) = 0 نتیجه در و

δẋ = v

f = t,

ϵ = v
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نوتر بارِ ترتیب این به است. ثابت Έی c که ،F (x) = m(x− c) ͳیعن ،δL = mẋ δẋ = mv ẋ پس
از عبارتست آزاد ذره�یِ برای خیز تبدیل̥ برایِ

Q = mẋt−m(x− c) = m(−x0 + c) (42)

است. اولیه م΋انِ x0 آن در که
با بΎیرید. نظر در است، شده داده (5) رابطه�ی در آن لاگرانژی که را ساده Ίهماهن نوسان�گر تمرین:
ͳ΋انی΋م انرژی ͳپایسته�گ به منجر که ͳزمان انتقال تقارن بر علاوه دست�گاه این دهید نشان (40) معادله�ی تحلیل
Έکوچ ب�ͳنهایت ثابت Έی a رابطه این در دارد. تقارن نیز x → x+ a cos(ωt+ θ) تبدیل تحت م�ͳشود،
دهید نشان آورید. به�دست را تبدیل این نظیر حرکت ثابت�های .ω =

√
k/m و است دلخواه ثابت Έی θ و

نوشت. حرکت ثابت�های این برحسب م�ͳتوان را ͳ΋انی΋م انرژی
دو م�ͳکنیم: ͳبررس را آن با متناظر ͳΎپایست قانون و تقارن Έی از ͳنامتعارف مثال بخش این پایان از پیش
اصط΋اک میز ΀سط و م΋عب�ها بین است. میز Έی روی مجموعه این و اند شده وصل هم به فنری با م΋عب
دست�گاه این حرکت معادله�های است. هم�گن مسأله این در فضا ͳیعن اند، هم مثل� میز نقاط همه�ی اما هست،

از اند عبارت

m1 ẍ1 = κ(x2 − x1)− b1ẋ1 , (43)

m2 ẍ1 = −κ(x2 − x1)− b2ẋ2 . (44)

این عل�ͳرغم اما، نم�ͳشوند، عوض میز روی انتقال با دست�گاه این معادله�های م�ͳشود، دیده که همان�طور
هم گالیله�ای خیز تقارن مسأله این نیست. ثابت ذره�، دو ت΋انه�های مجموع ͳیعن دست�گاه، کل ت΋انه�ی ،ͳهم�گن
ثابت زیر کمیت مسأله این در که دید م�ͳتوان حرکت معادله�های از استفاده و ساده مشتق�گیری Έی با ندارد.

است حرکت

Q = m1 ẋ1 +m2 ẋ2 + b1 x1 + b2x2 , (45)

آورد. به�دست مقاله این در شده ارائه روش از را فوق ثابت م�ͳتوان b1
m1

= b2
m2

= γ که ͳخاص حالت در
م�ͳآیند به�دست زیر لاگرانژی از حرکت معادلات حالت این در

L = eγt
(
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2 −

1

2
κ(x1 − x2)

2

)
. (46)

آن�گاه ،ϕ(t) = e−γt و δx1 = δx2 = ϵϕ(t) بΎیریم (36) تبدیل در اگر که دید م�ͳتوان ͳساده�گ به
. Q = m1ẋ1 +m2ẋ2 + b1x1 + b2x2 از است عبارت م�ͳآید دست به (38) معادله�ی از که ͳحرکت ثابت
نشان را این نیز فوق لاگرانژی ش΋ل و دارد تقارن نیز انتقال تحت مسأله این شد، گفته پیش�تر که همان�طور
نیست P (t) = m1ẋ1 +m2ẋ2 کمیت ،δx1 = δx2 = ϵ ͳیعن ͳانتقال تقارن با متناظر حرکت ثابت م�ͳدهد،

است: Qγ «Έکانونی «ت΋انه�ی بل΋ه

Qγ = eγtP (t) , (47)

م�ͳیابد. کاهش e−γt ش΋ل به زمان گذشت با P (t) مسأله این در که است ͳمعن این به Qγ بودن ثابت
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ͳهمیلتون فرمول�بندی ثابت�هایحرکتدر ٢-٣

ͳهمیلتونΈی با دست�گاه ِΈدینامی فرمول�بندی این در است. آسان�تر ͳهمیلتون فرمول�بندیِ در حرکت ثابتِ یافتن
است، قرار این از ساده ِΊهم�آهن نوسان�گرِ �ͳهمیلتون مثال، برای م�ͳشود. داده

H(x, p) = ẋ p− L =
p2

2m
+

k

2
x2 (48)

صورت به ͳهمیلتون فرمول�بندیِ در حرکت معادلاتِ است. نوسان�گر ت΋انه�یِ p = ∂L
∂ẋ = mẋ آن در که

م�ͳشود، داده زیر

ẋ = {x,H}

ṗ = {p,H} (49)

م�ͳشود، تعریف زیر دستور با و دارد نام پواسون کروشه�یِ { , } نمادِ آن در که

{f, g} =
∂f

∂x

∂g

∂p
− ∂f

∂p

∂g

∂x
(50)

از است عبارت p و x فاز فضای مختصات پواسون کروشه�ی که داد نشان م�ͳتوان ͳسادگ به

{x, x} = 0, {x, p} = 1, {p, p} = 0 (51)

را باشد) نداشته زمان به ͳصریح ̥ͳبسته�گ (که فاز فضایِ مختصاتِ از ͳتابع هر ͳزمان تحولِ بالا، تعریف با
ش΋ل به م�ͳتوان

d

dt
f = {f,H} (52)

فاز فضایِ مختصاتِ از ͳدل�خواه مشتق�پذیرِ تاب΄̮ هر برای بدهیم نشان که نیست ͳسخت کارِ نوشت.

{f, f} = 0 (53)

موردِ در .{H,H} = 0 که چرا است حرکت ثابتِ H مساله�ای، هر در که بΎیریم نتیجه جا این از و
.H = E مقداری، طورِ به که دید م�ͳشود ساده ِΊهم�آهن نوسان�گرِ

ابرانتΎرال�پذیری و انتΎرال�پذیری ٣

حرکت از به�تری درک کند Έکم ما به م�ͳتواند حرکت ثابت�های و تقارن�ها وجود که دیدیم قبل بخش�های در
باشیم. داشته دست�گاه مم΋ن حرکت�های انواع مورد در ͳهای�ͳپیش�بین بتوانیم همین�طور و آوریم به�دست دست�گاه
ثابت ͳهمیلتون فرمول�بندی در م�ͳشود. ساده�تر موضوع این درک کنیم معطوف فاز فضای به را خود توجه اگر
زمان ΀صری تاب΄ که م�ͳگیریم نظر در را ͳحرکت ثابت�های (فعلا̈ است فاز فضای مختصات از ͳتابع حرکت
حرکت mثابت وجود بنابراین است. بعدی 2n فاز فضای دارد، آزادی درجه�ی n که ͳدست�گاه برای نباشند).
آنجا از م�ͳشود. محدود بعدی 2n−m زیرفضای Έی به فاز فضای در حرکت که است ͳمعن این به (مستقل)
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ͳحرکت اصولا˦ بعدی صفر زیرفضای Έی (در است بعدی Έی فاز فضای در مم΋ن زیرفضای کوچ�Έترین که
بیش�تری دقت با را مفاهیم این ادامه در است. 2n− 1 مم΋ن حرکت ثابت�های تعداد بیش�ترین ندارد)، وجود

م�ͳکنیم. ͳبررس
کرد. توصیف آن �ͳهمیلتون با م�ͳتوان را دست�گاه این بΎیرید. نظر در را آزادی درجه�ی n با ͳدست�گاه
زیر ش΋ل به دست�گاه حرکت معادله�های است. pi آن�ها نظیر ت΋انه�های و qi ͳان΋م متغیرهای از ͳتابع ͳهمیلتون

م�ͳشود داده

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
(54)

باشند جابه�جا�شونده دوبه�دو که باشد حرکت مستقل ثابت n دارای هرگاه م�ͳشود خوانده انتΎرال�پذیر دست�گاه
تاب΄ آن ͳهمیلتون که بعدی Έی دست�گاه هر تعریف این با باشد). صفر آن�ها از زوج هر پواسون کروشه�ی ͳیعن)

است. انتΎرال�پذیر نباشد زمان ΀صری
کروشه�ی صورت این در البته (که باشد داشته مستقل حرکت ثابت n از بیش ͳدست�گاه است مم΋ن
و باشد داشته مستقل حرکت ثابت n از بیش ͳدست�گاه اگر بود). نخواهد صفر لزوماً آن�ها از زوج هر پواسون
م�ͳگوییم صورت این در باشند) جابه�جا�شونده دوبه�دو آن حرکت ثابت�های از تا n ͳیعن) باشد هم انتΎرال�پذیر
زمان ΀صری تاب΄� (که مستقل حرکت ثابت�های برای مم΋ن تعداد بیش�ترین است. ابرانتΎرال�پذیر دست�گاه

م�ͳخوانیم. پذیر ابرانتΎرال کاملا̈ را دست�گاه حالت این در است. 2n− 1 نیستند)
زمان�اند ΀صری تاب΄ که ͳحرکت ثابت�های وجود صورت در باشد. نیز زمان ΀صری تاب΄ م�ͳتواند حرکت ثابت
درک بهتر را فوق مفاهیم ͳمثال�های ارائه�ی با م�ͳکنیم ͳسع ادامه در است. 2n حرکت ثابت�های تعداد بیش�ترین

کنیم

کپلر: مسأله�ی و مرکزی نیروی ٣-١

نظر در م�ͳشود، داده U(r) پتانسیل با کروی مختصات در که مرکزی نیروی Έی اثر تحت را ذره Έی حرکت
از است عبارت ذره این ͳهمیلتون بΎیرید.

H = p2r + r2 p2θ + r2 sin2 θ p2ϕ + U(r)

توجه L⃗ = pϕẑ زاویه�ای ت΋انه�ی و (ͳهمیلتون خود (یا انرژی دارد: شده شناخته حرکت ثابت دو مسأله این
اولا˦ این بنابر است. حرکت ثابت سه وجود ͳمعن به آن بودن ثابت و است بردار Έی زاویه�ای ت΋انه�ی که کنید
ثابت چهار از زوج هر پواسون کروشه�ی ثانیاً دارد. حرکت ثابت سه از بیش زیرا است پذیر ابرانتΎرال مسأله این

بود. نخواهد صفر فوق
ثابت�های تمام این�ها م�ͳشود، داده U(r) = −k

r پتانسیل با که کپلر مسأله�ی در که است این جالب ن΋ته�ی
شناخته لاپلاس-رانΊ-لنز بردار نام به که است دیΎر ثابت یΈبردار دارای مسأله صورت این در نیستند. حرکت

:[١] م�ͳشود
A⃗ = p⃗× L⃗−mk r̂

است. ابرانتΎرال�پذیر کاملا̈ مسأله این بنابراین
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دست�گاه�هایجداپذیر ٣-٢

زمان�ͳی تحول که به�طوری کرد تقسیم مجزا بخش چند یا دو به را دست�گاه متغیرهای م�ͳتوان مسائل ͳبرخ در
مورد در م�ͳتوان مواردی چنین در باشد. داشته� ͳبسته�گ بخش همان متغیرهای به فقط بخش Έی متغیرهای

کنید: توجه زیر مثال به کرد. صحبت جداگانه به�طور بخش هر ابرانتΎرال�پذیری
ͳبرهم�کنش آن�ها میان و کنند حرکت اصط΋اک بدون میز Έی روی م�ͳتوانند که بΎیرید نظر در را ذره دو
اگر م�ͳدهیم. نشان U(r) با را برهم�کنش این پتانسیل دارد. ͳبسته�گ ذره دو میان فاصله�ی به فقط که دارد وجود
با را 1 ذره�ی به نسبت 2 ذره�ی ͳنسب مختصات و دهیم نشان (X,Y ) با را مجموعه این جرم مرکز مختصات

بود: خواهد زیر ش΋ل به دست�گاه این ͳهمیلتون دهیم، نشان (r, θ)

H =
P 2

2M
+

p2

2µ
+ U(r)

فنر ثابت k و یافته کاهش جرم µ = m1m2

m1+m2
است، ذره دو جرم�های مجموع M = m1 + m2 آن در که

حرکت ثابت�های . p2 = p2r+
p2
θ

r2 است ͳنسب مختصه�ی نظیر ت΋انه�ی p⃗ و دست�گاه کل ͳخط ت΋انه�ی P⃗ است.
از: عبارت�اند مسأله این

I1 = H =
P 2

2M
+

p2

2µ
+ U(r)

I2 = PX , I3 = PY

I4 = pθ

ت΋انه�ی مؤلفه�های I3 و I2 است. زمان در انتقال تحت تقارن از ͳناش آن بودن ثابت که است دست�گاه انرژی I1
که است زاویه�ای ت΋انه�ی I4 است. م΋ان در انتقال تحت تقارن ͳناش آن�ها بودن ثابت که اند جرم مرکز ͳخط
تقارن از ͳناش که دارد نیز دیΎر حرکت ثابت دو مسأله این است. دوران تحت تقارن از ͳناش آن بودن ثابت

از: عبارت�اند ثابت�ها این است. خیز تبدیل تحت دست�گاه

I5 = X − PX

M
t , I6 = Y − PY

M
t

مختصات با است مرکز�جرم حرکت به مربوط بخش Έی کرد. تقسیم بخش دو به را متغیرها م�ͳتوان مثال این در
اول بخش در م�ͳشود دیده که همان�طور .(r, θ) مختصات با ͳنسب حرکت به مربوط دیΎر بخش و (X,Y )

΀صری تاب΄ ثابت�ها این از تا دو که کنید (توجه I6 و I5 ،I3 ،I2 از اند عبارت که داریم حرکت ثابت چهار
حرکت ثابت دو فقط ͳکل حالت در دوم بخش در اما است. ابرانتΎرال�پذیر کاملا̈ بخش این بنابراین اند)، زمان
نه ͳول است انتΎرال�پذیر بخش این بنابراین .I4 و I1 − 1

2M (I22 + I23 ) =
p2

2µ +U(r) از عبارت�اند که داریم
نیروی ذره دو میان نیروی اگر مثلا̈ باشد. ابرانتΎرال�پذیر م�ͳتواند هم بخش این خاص شرایط در پذیر. ابرانتΎرال
تاب΄ (که داشت خواهد وجود هم دیΎر حرکت ثابت Έی باشد، فاصله مجذور ع΋س با متناسب ͳنیروی یا فنر
به�جای (م�ͳتوان بود. خواهد ابرانتΎرال�پذیر) کاملا̈ واق΄ (در ابرانتΎرال�پذیر هم بخش این و نیست) زمان ΀صری
با این�صورت در باشند. زمان ΀صری تاب΄ که یافت حرکت ثابت دو نیست، زمان ΀صری تاب΄ که حرکت ثابت Έی
حرکت ثابت فنر، نیروی مورد در یافت). خواهیم دست زمان از مستقل حرکت ثابت Έی به زمان متغیر حذف

آورید. به�دست است شده آورده مقاله ٢ بخش در که ͳتمرین و قضیه Έکم به م�ͳتوانید را دیΎر
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حذف با (مرکزجرم) اول بخش به مربوط حرکت ثابت�های در کنیم: توجه هم دیΎر ن΋ته�ی Έی به نیست بد
ت΋انه�ی درواق΄ که م�ͳآید دست به XPY − Y PX زمان از مستقل حرکت ثابت I6 و I5 ثابت�های میان زمان
کاملا̈ دهنده�ی نشان هم باز که داریم زمان از مستقل حرکت ثابت سه این�صورت در است. مبدأ به نسبت زاویه�ای

است. بخش این بودن ابرانتΎرال�پذیر

ثابت�هایحرکت استقلال ٣-٣

باید حرکت ثابت�های شمارش در کنیم. اشاره حرکت ثابت�های بودن مستقل مورد در ن΋ته�ای به باید این�جا در
Έی آزاد ذره�ی مسأله�ی نمونه عنوان به بشماریم. مستقل�اند هم از که را ͳحرکت ثابت�های فقط که کنیم دقت
نیستند هم از مستقل ͳول اند حرکت� ثابت دو هر انرژی و ͳخط ت΋انه�ی مسأله این در بΎیرید. نظر در را بعدی
که بردار (دو داریم حرکت ثابت هفت ظاهراً نیز کپلر مسأله�ی در نوشت. ت΋انه حسب بر م�ͳتوان را انرژی زیرا
این (اثبات اند مستقل� آن�ها پن;�تای فقط که داد نشان م�ͳتوان ͳول انرژی). Έی و اند ثابت� سه معادل کدام هر
تشخیص م�ͳتوان چه�گونه پیچیده�تر حالت�های در که است این سؤال حال وام�ͳگذاریم). خواننده به را موضوع
روش م�ͳتوان ͳهمیلتون بندی فرمول در این�کار برای نه. یا مستقل�اند هم از آمده به�دست حرکت ثابت�های که داد
حرکت ثابت هر دیفرانسیل است. یافته تعمیم ت΋انه�های و مختصات از ͳتابع حرکت ثابت هر برد: کار به را زبر
کرد تعریف بردار Έی حرکت ثابت هر برای م�ͳتوان ترتیب این به م�ͳآوریم. دست به متغیرها این به نسبت را
این اگر یافته. تعمیم ت΋انه�های و مختصات به نسبت حرکت ثابت� آن دیفرانسیل از عبارت�اند آن مؤلفه�های که
ͳقبل مثال مورد در نمونه به�عنوان اند. مستقل هم از حرکت ثابت�های م�ͳگوییم باشند، ͳخط مستقل هم از بردارها
از: �اند عبارت ترتیب به بردارها این بΎیریم، نظر در (X,Y, PX , PY , r, θ, pr, pθ) به�ترتیب را متغیرها اگر

V1 =

(
0, 0,

PX

M
,
PY

M
,kr − p2θ

µr3
, 0,

pr
µ
,

pθ
2µr2

)
,

V2 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) ,

V3 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) ,

V4 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) ,

V5 =

(
1, 0,− t

M
, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

V6 =

(
0, 1, 0,− t

M
, 0, 0, 0, 0

)
اند. مستقل� هم از هم حرکت ثابت�های بنابراین مستقل�اند. هم از بردارها این که دید م�ͳتوان ͳبه�سادگ

را آزادی درجه�ی n با دست�گاه Έی برای حرکت معادلات م�ͳدانیم. ضروری را ن΋ته Έی به اشاره پایان در
1 مرتبه�ی دیفرانسیل معادله�ی 2n یا اویلر-لاگرانژ) (معادلات 2 مرتبه�ی دیفرانسیل معادله�ی n ش΋ل به م�ͳتوان
حرکت ثابت 2n ͳموضع طور به همیشه معادلات از ͳدست�گاه چنین حال هر در نوشت. همیلتون) (معادلات
گفتیم، پیش�تر که همان�طور که، است این امر این علت نیست. انتΎرال�پذیر الزاماً ͳدست�گاه چنین هر اما دارد.
برای باشد. صفر آن�ها از زوج هر پواسون کروشه�ی که یافت مستقل حرکت ثابت n باید بودن انتΎرال�پذیر برای

یافت. حرکت ثابت�های از مجموعه�ای چنین نم�ͳتوان دست�گاه�ها همه�ی
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ͳقدردان ۴

کارشناس�ͳشان دوره�ی در ͳقاسم زهرا و ͳامام راضیه خانم�ها توسط که پژوهش�ͳای کار در مقاله این اولیه�ی ایده�ی
همین�طور و ͳشریعت احمد دکتر آقای از گرفت. ش΋ل شد انجام اصفهان ͳصنعت دانشΎاه Έفیزی دانش΋ده�ی در

سپاس�گزاریم. صمیمانه دقیق و مهم ن΋ته�ی چند یاد�آوری و مقاله خواندن خاطر به مقاله محترم داور از

مراج΄

[1] H. Goldstein, “Classical Mechanics”, 2nd edition (Addison-Wesley 1980).

۶۴ تا ۴٨ صص (١٣٨۶ (پاییز ١۶ ی شماره گاما، لΎرانژی»، بندی فرمول و «تقارن ،ͳخرم محمد [٢]

[3] N. W. Evans, “Superintegrability in Classical Mechanics”, Phys. Rev. A 41,
5666 (1990).

http://www.gammajournal.ir/pdf/gamma_no_16_pp_48-64.pdf
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.41.5666
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.41.5666

	مقدمه
	تقارن‌های نوتر
	تقارن انتقال در زمان
	تقارن تحت انتقال و خیز
	ثابت‌های حرکت در فرمول‌بندی همیلتونی

	انتگرال‌پذیری و ابرانتگرال‌پذیری 
	نیروی مرکزی و مسأله‌ی کپلر:
	دست‌گاه‌های جداپذیر
	استقلال ثابت‌های حرکت

	قدردانی

