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چیده

وجود ذره سه آن ͳانی یاخته در که بعدی Έی بلور Έی برای را ͳفونون ͳپاشندگ رابطه نوشته این در
برهمنش خود Έنزدی همسایΎان با تنها ذره هر شود ͳم فرض کنیم. ͳم ͳبررس Ίهماهن تقریب در دارد
میان برهمنش ضرایب نسبت تغییرات به را آن مرکز و بریلوئن منطقه مرزهای در انرژی گاف ͳΎبست دارد.

آوریم. ͳم بدست ذرات های جرم نسبت وهمچنین یاخته ذرات

(١٣٩٢/١/١٢) ١ ویرایش (١٣٩٢ (بهار ١ ی مقاله ،٢۶ ی شماره گاما،

Abstract

The phononic dispersion relation for a 1D crystal which has 3 different atoms
per unit cell is investigated in the harmonic approximation. It is assuemed that
each particle is only interacting with its nearest neighbors. The dependence of the
energy gap on the ratio of spring coupling constants is investigated for the center
and the boundary of the Brillouin zone.
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پیشΎفتار ١

حالت Έفیزی در زیادی اهمیت از جامدات در ها فونون (ͳاپتی) نوری و (ͳکوستی (آ ͳآوای مدهای ͳبررس
آن ͳپاشندگ رابطه در که شود ͳم گفته مدی به ͳفونون ͳکوستی آ مد Έی .[1, 2] است برخوردار جامد
بسامد م�ͳرود q → 0 ͳوقت چه چنان برود. صفر سمت به نیز ω(q) بسامد م�ͳرود، صفر سمت به q هنΎامیه
این کردن روشن برای جامد حالت کتاب�های بیشتر در م�ͳگوییم. ͳاپتی مˇد مˇد، آن به نرود، صفر سمت به ω
وجود ͳانی ی یاخته در ذرˈه دو اگر که م�ͳدهند نشان و م�ͳگیرند نظر در جامد جسم از بعدی Έی ͳمدل موضوع
نظر در را ͳحالت نوشته این در ما مسئله شدن روشن�تر برای بود. خواهد ͳاپتی مˇد دو این از ͳی باشد، داشته
مˇد Έی و ͳاپی مˇد دو مسئله مˇد سه از م�ͳدهیم نشان باشد. داشته وجود ذرˈه سه ͳانی ی یاخته در که م�ͳگیریم
مˇدها از ͳی همواره که کرد ثابت م�ͳشود باشد، داشته ذرˈه f یاخته که کل�ͳتر حالت در البته هستند. ͳکوستی آ

.[1] هستد ͳاپتی دیΎر مˇد f − 1 و ͳکوستی آ

مسئله صورت�بندی ٢

ذرˈه سه آن ͳانی ی یاخته در که م�ͳگیریم نظر در را ی�Έبعدی بلور Έی م�ͳپردازیم. مسئله فرمول�بندی به Έاین
با تنها ذرˈه هر م�ͳکنیم فرض ،Ίهماهن تقریب در م�ͳگیریم. a را شبه ثابت m3باشد. و ،m2 ،m1 جرم�های با
فنرهای صورت به م�ͳتوان را ذرˈات میان برهمنش تقریب این در .[2] دارد برهمنش خود Έنزدی همسایΎان
u3 و ،u2 ،u1 با را تعادلشان موض΄ از ذرˈات ͳجابجای t زمان در کرد. مدل k3 و ،k2 ،k1 ثابت�های با مجازی

است. شده کشیده مسئله ی هندسه (1) شل در م�ͳدهیم. نشان
م�ͳدهیم. نمایش e با را 3 و ذرˈات2 میان ی فاصله و ،d با را یاخته هر ی 2 و ذرˈات1 میان ͳتعادل ی فاصله
را (2) (شل است e < (a − d)/2 و d < a/2 کرد فرض م�ͳتوان برود، دست از مسئله کلیˈت که آن ͳب

ببینید).
بود. خواهد زیر صورت به سامانه پتانسیل انرژی Ίهماهن تقریب در

U =
1

2

∑
n

{
k1 (u2,n − u3,n)

2
+ k2 (u3,n − u1,n+1)

2
+ k3 (u1,n − u2,n)

2
}
. (1)

3 ی ذرˈه که است ͳنیروی ثابت k2 م�ͳدهد. پیوند هم به را یاخته Έی یِ 3 و 2 ذرˈات که است � ͳنیروی ثابت k1
یاخته Έی یِ 2 و 1 ذرˈات که است ͳنیروی ثابت k3 م�ͳدهد. پیوند بعدی ی یاخته 1 یِ ذرˈه به را یاخته Έی یِ

Ktuuu

  

  n-1             n       n+1

:n

d-e 

u ,    u ,        u , 

شماره n اند. شده داده نشان چهارگوش و سه�گوش، دایره، نشان�های با که ͳانی ی یاخته در ذرˈه سه :1 شل
م�ͳدهند. نشان را ذرˈه�ها ͳتعادل مان نقطه�چین عمودی خطوط م�ͳدهد. نشان را یاخته ی
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d              a-d                                                             

:

 e            a-d-e 

   n-1    n n+1 

یاخته. ذرˈات میان ͳتعادل ی فاصله :2 شل

ببینید). را (3) (شل م�ͳدهد پیودند هم به را
بود. خواهند زیر صورت به n ی یاخته ذرˈات برای حرکت معادلات (1) ی رابطه از

m1 ü1,n = − ∂U

∂u1,n
= − ∂

∂u1,n

{
k3
2

(u1,n − u2,n)
2
+

k2
2

(u3,n−1 − u1,n)
2

}
(2)

m2 ü2,n = − ∂U

∂u2,n
= − ∂

∂u2,n

{
k3
2

(u1,n − u2,n)
2
+

k1
2

(u2,n − u3,n)
2

}
(3)

m3 ü3,n = − ∂U

∂u3,n
= − ∂

∂u3,n

{
k1
2

(u2,n − u3,n)
2
+

k2
2

(u3,n − u1,n+1)
2

}
(4)

داشت: خواهیم مشتق�گیری انجام از پس

m1 ü1,n = −k3 (u1,n − u2,n) + k2 (u3,n−1 − u1,n) , (5)

m2 ü2,n = +k3 (u1,n − u2,n)− k1 (u2,n − u3,n) , (6)

m3 ü3,n = +k1 (u2,n − u3,n)− k2 (u3,n − u1,n+1) . (7)

م�ͳگیریم. نظر در زیر صورت به را پاسخها

u1,n = ϵ1 e
i(q n a−ω t), (8)

u2,n = ϵ2 e
i(q n a−ω t), (9)

u3,n = ϵ3 e
i(q n a−ω t). (10)

شرط�های نوشته این در هستند. ͳجابجای ی دامنه�ها ها ϵi هستند. q موج عدد و ω بسامد با تخت موج ها ui

از پس کنیم، جایΎذرای بالا ی معادله سه در را تواب΄ این اگر .[1] ایم برده کار به را کارمن بورن�-�فون مرزی
م�ͳآوریم: دست به مشترک، عامل��های حذف و ساده�سازی

−m1 ω
2 ϵ1 = −k3 (ϵ1 − ϵ2) + k2

(
ϵ3 e

−i q a − ϵ1
)
, (11)

−m2 ω
2 ϵ2 = +k3 (ϵ1 − ϵ2)− k1 (ϵ2 − ϵ3) , (12)

−m3 ω
2 ϵ3 = k1 (ϵ2 − ϵ3)− k2

(
ϵ3 − ϵ1 e

i q a
)
. (13)
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n+1n

 

یاخته. ذرˈات میان نیروهای ثابت�های :3 شل

نوشت، زیر ساده�تر شل به م�ͳتوان را دستΎاه این

ϵ1
(
m1 ω

2 − k3 − k2
)
+ ϵ2 k3 + ϵ3 k2 e

−i q a = 0, (14)

ϵ1 k3 + ϵ2
(
m2 ω

2 − k3 − k1
)
+ ϵ3 k1 = 0, (15)

ϵ1 k2 e
i q a + ϵ2 k1 + ϵ3

(
m3 ω

2 − k2 − k1
)
= 0, (16)

آورد. در زیر همΎن 3× 3 معادلات دستΎاه صورت به را آن سپس و m1 ω
2 − k3 − k2 k3 k2 e

−i q a

k3 m2 ω
2 − k3 − k1 k1

k2 e
i q a k1 m3 ω

2 − k2 − k1


 ϵ1

ϵ2

ϵ3

 =

 0

0

0

 . (17)

شود. صفر ضرایب ماتریس دترمینان که است این ͳنابدیه پاس وجود شرط

P (ω2) :=

∣∣∣∣∣∣∣
m1 ω

2 − k3 − k2 k3 k2 e
−i q a

k3 m2 ω
2 − k3 − k1 k1

k2 e
i q a k1 m3 ω

2 − k2 − k1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (18)

م�ͳرسیم. زیر ی معادله به محاسبه ͳکم انجام با

P (ω2) = C6 ω
6 + C4 ω

4 + C2 ω
2 + C0 = 0, (19)

جا این در که

C6 = m1 m2 m3, (20)

C4 = k1 m1 (m2 +m3) + k2 m2 (m3 +m1) + k3 m3 (m1 +m2) , (21)

C2 = (k1 k2 + k2 k3 + k3 k1) (m1 +m2 +m3) , (22)

C0 = −2 k1 k2 k3 (1− cos q a) . (23)
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β = 0.3 (dotted), 0.5 (solid), 0.8 (dashed), α = 1 برای ͳفونون ͳپاشندگ ی رابطه :4 شل

معادلات حل ٣

داشت خواهیم X := mω2 متغیر تغییر با بΎیریم، یسان را ثابت�فنرها و جرم�ها تمام ͳسادگ برای اگر

X3 − 6 kX2 + 9 k2 X − 2 k3 (1− cos qa) = 0. (24)

دارد ریشه دو بریلوئن، ی منطقه مرکز در ͳیعن ،q = 0 برای معادله این

X = 0, X = 3 k, (25)

داریم پس

ω1 = 0, ω2 = ω3 =

√
3 k

m
. (26)

م�ͳشود بریلوئن ی منطقه مرز در ͳیعن ،q = ±π برای (24) ی معادله

X3 − 6 kX2 + 9 k2 X − 4 k3 = 0. (27)

x3 + a1 x
2 + a2 x+ a3 = 0 سوم ی درجه ی معادله حل روش م�ͳپردازیم. معادله این ͳتحلیل حل به Έاین

.[3] است زیر صورت به

x1 = S + T − a1
3
, x2 = −1

2
(S + T )− a1

3
+

i
√
3

2
(S − T ), x3 = x2, (28)

جا این در که

S =
3

√
R+

√
Q3 +R2 T =

3

√
R−

√
Q3 +R2 (29)

Q =
3 a2 − (a1)

2

9
R =

9 a1 a2 − 27 a3 − 2 (a1)
3

54
. (30)
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α = 0.3 (dashed), 0.5 (solid), 0.8 (dotted), β = 1 برای فونوی ͳپاشندگ ی رابطه :5 شل

داریم (27) برای روابط، این به توجه با

a1 = −6 k a2 = 9 k2 a3 = −4 k3 (31)

Q = −k2 R = k3 S = K T = K (32)

بود. خواهند زیر صورت به (27) ی معادله ریشه�های آخر در و

x1 = 4 k x2 = k x3 = k. (33)

اینΈکه کنیم. ͳبررس را آنها کامپیوتر با است بهتر و نیستند، ساده دیΎر ͳتحلیل ها�ی پاس دلخواه یِ q برای
برابر هم با را miها و ها ki دیΎر م�ͳتوانیم ͳحت کند، حل را سوم ی درجه ی معادله ما برای کامپیوتر است قرار
Mathematica نرم�افزار از استفاده با یسان، جرم�های و k گوناگون نسبت�های برای را مسئله نخست نΎیریم.

م�ͳدهیم. نشان β و α ضریب دو با را ها k نسبت این ایم. کرده حل

α =
k1
k3

β =
k2
k1

. (34)

م�ͳدهد. نشان β مقدار چند و α = 1 برای را ͳپاشندگ ی رابطه (4) شل
است. ͳکوستی آ مˇد Έی و ͳاپتی مˇد دو مسئله، مˇد سه از م�ͳبینید، (5) و (4) شل�های در که گونه همان
ͳیعن) انرژی گاف (6) شل در م�ͳدهد. نشان α مقدار چند و β = 1 برای را ͳپاشندگ ی رابطه (5) شل
.(α = 1) است شده کشیده β حسب بر بریلوئن ی ناحیه مرز و مرکز در اول) و دوم نوار انرژی مقدار اختلاف
ی ناحیه مرکز در ͳپایین ͳاپتی ی شاخه و ͳکوستی آ ی شاخه میان انرژی گاف م�ͳبینید، که گونه همان
ͳکوستی آ ی شاخه میان انرژی گاف (q = ±π) بریلوئن ی منطقه مرز در م�ͳشود. زیاد β افزایش با بریلوئن
مرز و مرکز در ( β = 1 (برای را انرژی گاف (7) شل در م�ͳشود. کم β افزایش با ͳبالای ͳاپتی شاخه و

ایم. کشیده α حسب بر بریلوئن ی ناحیه
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q = ±π (line), q = 0 (dashed) .β حسب بر بریلوئن ی ناحیه مرز و مرکز در انرژی گاف :6 شل
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q = ±π (solid), q = 0 (dashed). .α حسب بر بریلوئن ی ناحیه مرز و مرکز در انرژی گاف :7 شل
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